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Estudante: 

0 livro Matematica Auto-instrutivo foi programado pensando em voce, na sua 
participate, no seu interesse, tornando-o elemento ativo no processo de aprendizagem. 

Procuramos apresentar cada assunto deste livro de modo simples, claro e objetivo. 

A cada apresentato de um conceito segue-se uma serie de afirma9oes, algumas 
verdadeiras e outras falsas, e a medida que voce assinala as verdadeiras a fixa^o desse 
conceito se faz naturalmente, preparando-o assim para as aplica^oes que vem a seguir. 

Nessas aplica9oes, voce devera completar os exerefeios propostos e 6 importante 
que esse completamento seja feito seguindo a orienta9ao sugerida, pois ela esta baseada 
nos conhecimentos ja adquiridos por voce. 

Ao final de cada capftulo, apresentamos duas sequencias de exerefeios. A se- 
quencia A, cuidadosamente analisada, apresentada em grau crescente de diflculdade e 
dosada de modo a atingir os objetivos propostos em cada capftulo, da-lhe cond^oes de 
prosseguir no desenvolvimento do conteudo para a aquisi9ao de novos conceitos. A 
sequencia B ficara a crit^rio do seu professor, face a disponibilidade de tempo e outras 
variaveis que direta ou indiretamente influem no processo de aprendizagem. 

Com a apresenta9ao desta obra, retrato de uma longa experiencia no ensino de 
29 grau, reiteramos nossa firme convic9ao que sempre norteou nossos ideais: nos acre- 
ditamos em voce. 
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a) conceituar sequences. 

b) reconhecer sequencias convergentes e sequencias divergentes. 


SEQUENCIA 

1 . Definite) : 

Seja a funsao f :1N* -► R , ou seja, f 6 uma funsao que faz corresponder ao natural 1 o numero real a 1# 
n h- y = a n 

ao natural 2 o numero real a 2 , ao natural 3 o numero real a 3 e assim por diante. 

O conjunto das imagens a 1? a 2 , a 3 , ... escrito nessa ordem e chamado de seqiiencia real e e indicado por: 

( a i> a 2> a 3> •••> a n» •••) 

onde a x e o primeiro termo da seqiiencia, 
a 2 e o segundo termo da seqiiencia, 
a n e o n-esimo termo da seqiiencia. 

Pode-se, tambem, indicar a seqiiencia por (a n ), n E IN*. 


2. Aplica^o: 

1?) Assinale as afirma^oes corretas, considerando a fun 9 ao 
f : IN* R 

n i-* y = a n , onde a n = 3n 

a. (x) Ao natural 1, f faz corresponder o real a x = 3. 

b. ( ) Ao natural 1, f faz corresponder o real aj = 1. 

c. ( ) Ao natural 2, f faz corresponder o real a 2 = 4. 

d. (x) Ao natural 2, f faz corresponder o real a 2 = 6. 

e. (x) Ao natural 3, f faz corresponder o real a 3 = 9. 

f. (X) f = {(1; 3), (2; 6), (3; 9), (4; 12), (n; 3n), ...}. 

g. (x) Doimnio de f e D = ]N*. 

h. ( ) Imagem de f e Im = {1, 5, 9, 2n, ...}. 

i. (x) Imagem de f e Im = {3, 6, 9, ..., 3n, ...}. 
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j* (X) (3, 6, 9, ..., 3n, ...) e a sequencia deflnida por f. 

(X) a i = 3 e o primeiro termo da sequencia. 

m. ( ) a 2 = 6 e o terceiro termo da sequencia. 

n * (XO a 2 = 6 e o segundo termo da sequencia. 

°* (X) a s = 15 e o quinto termo da sequencia. 

2?) Considere a fun 9 ao f : IN* -► R e complete: 

n h* y = a n , onde a n = 2n - 5 

a) Ao natural 1, f faz corresponder o real a t = — 3 

b) Ao natural 2, f faz corresponder o real = -1. 

c) Ao natural 3, f faz corresponder o real ^ = / 

d) Ao natural 4, f faz corresponder o real \ = v3 

e) Ao natural n, f faz corresponder o real ^ = 277-3 

0 f = {(i; .-A), ( Z.I.-J.X {3 1 ), .... ( n; -}• 

g) D(f) = e Im (f) = {-^.-44.^.:. 

h ) ( f. 3 z ,2 7Z - Sg . . . J 6 a sequencia defmida por f. 

i) 0 primeiro termo da sequencia e aj = —3 

j) 0 segundo termo da sequencia e ^ = — / 

1) 0 terceiro termo da sequencia e jr = f 

m) O oitavo termo da sequencia 6 = // 

n) O vigesimo termo da sequencia e = 33 

o) O n-esimo termo da sequencia 6 = 272-3 

3. Estudaremos apenas as seqiiencias onde os termos se sucedem obedecendo a uma certa lei de formacao, 
deixando de lado as seqiiencias cujos termos sao tornados ao acaso. 

Assim, estudaremos as seqiiencias dadas: 

19) Atraves da lei que associa a cada n a sua imagem a n , onde a„eo termo geral da seqiiencia. 

Exemplo: a n = 3n - 1 

Entao, a, = 3 • 1 - 1 = 2 

a 2 = 3 . 2 - 1 = 5 
a 3 = 3 • 3 - 1 = 8 
34 = 3*4 - 1=11 etc. 

E a seqiiencia e (2, 5, 8, 11, ...). 

2?) Atraves de uma lei de recorrencia, ou seja, uma lei que permite calcular cada termo a partir do anterior, 
sendo conhecido o primeiro termo da sequencia. 

Exemplo: -T a ‘ _ ^ 

a n = a n _, + 5, com n > 2 

Entao: a, = 2 

a 2 = a, + 5= 2 + 5 = 7 

a 3 = a 2 + 5 = 7 + 5 = 12 

a 4 = a 3 + 5 = 12 + 5 = 17 etc. 

E a sequencia e (2, 7, 12, 17, ...). 

4. Aplicacao: 

19) Dada a fun 9 ao f :1N* ^ IR , complete: 

n ^ y = a n. onde a„ =5n 
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a) 0 

b) O 

c) O 

d) O 

e) 0 

0 A 


primeiro termo da seqiiencia e aj = ^ • 

segundo termo da seqiiencia e a 2 = 
terceiro termo da seqiiencia e a 3 = 
d6cimo quinto termo da seqiiencia e a 15 = 
quinquagesimo termo da seqiiencia e a so = 
sequencia e (5, SO , /5 , 20 , * * - 


J&L . 
2&0. . 
... )• 


2?) Determine o decimo quarto termo da seqiiencia cujo termo geral e dado por a n = 


3n + 2 


a i4 - 


3.14 + 2 _42±2„U _ 2Z 


14... 


1.4... 


1.4. Z. 


3?) Escreva a sequencia cujo termo geral e dado por a n = (~l) n . 

.(z.L.6~4.Jf.!.r.r. 1 


4?) D; 

f 


Dada a seqiiencia atraves da lei de recorrencia 
ai = 3 

a n = 2 • a n _! - 6, com n > 2, complete: 

a) O primeiro termo da seqiiencia e aj = m j3 m9m . 

b) 0 segundo termo da seqiiencia e a 2 = „ m Q„ • 

c) 0 terceiro termo da seqiiencia e a 3 = • 

d) O quarto termo da seqiiencia e a 4 = ..77../^?.... 

e) O s6timo termo da seqiiencia e a 7 = 

f) A seqiiencia e ( . h?/. . Of. . .77.^?. . .77. r. 


5?) Dada a seqiiencia atraves da lei de recorrencia 
a! =-l 


a n = 


a 5 - 


a n -i + 2 

^ , com n > 2, determine o seu quinto termo. 

29 
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Exercicios a resolver: itens 1 a 5, pag. 16. 


TERMOS EQUIDISTANTES DE UMA SEQUENCIA 

5. Defin^ao: 

Seja a seqiiencia (a^ a 2 , a 3 , ..., a n , ..., a p , a q , ..., a m , ...). 

Dizemos que dois termos a n e a m sao termos equivalentes aos termos a p e aq se o numero de termos que 
sucedem a n ate a p e igual ao numero de termos que precedem a m at£ a q e, reciprocamente, a p e a q sao eqiiidistantes 
de a n e a m se o numero de termos que precedem a p ate a n 6 igual ao numero de termos que sucedem a q ate a m . 
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Assim: 


a) a 13 e a 2S sao equidistantes de 


a 16 e a 22 
a i8 e a 20 

< 

a 10 e a 28 
a 3 e a 35 


Veja graficamente: 


a 13 

J 


a 16 


a 22 


325 


a 13 



325 

_j 


a io a i 3 

« 1— 


325 

I 


a 28 



a 13 


325 

1 


335 


b) a 20 e a 32 sao equidistantes de < 


a 23 e &2Q 
a £2 e a 30 
a i6 e a j6 
a /g e Mo 


c ) a n e a m sao equidistantes de 


a n-2 e 

a .X. *J.. e a m-4 
a n-5 e 

* 

e a m+6 
a n+k e a 
a 7i ~ k e a m+k 


CONVERGENCE 


Seja a seqiiencia (a n ), n E IN*, definida pela fun 9 ao f : IN* -► 1R 

n h> y = a n 


Dizemos que: 


6. Seqiiencia convergente: 

A seqiiencia (a n ), n E IN*, e convergente se e somente se existir um numero real a do qual se aproximam os 
valores de a n quando se faz n tender a infinito. 

Indica-se: lim a n = a e le-se: “iimite de a n quando n tende a infinito e igual a a”. 


Assim: 

a) Seja a seqiiencia onde a n = • Quando n tende a oo, o valor do quociente e aproximadamente 

igual ao valor de e podemos escrever: 


3n _ 3n _ 
n+1 ~ n 
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Portanto, lim a n = lim — = -^5- = 3 e a seqiiencia e convergente. 
n>oo n >oo n + 1 n n e 

b) Seja a seqiiencia onde a n = • Quando n tende a oo, o valor de e aproximadamente igual ao 

valor de e podemos escrever: 


3n-2 

4n 


3n 3 
4n 4 


Portanto, lim^ a n = Um^ e a seqiiencia e convergente. 


7. Seqiiencia divergente: 

Na seqiiencia (a n ), n G IN*, se os valores de a n se tornam “infinitamente grandes” ou se tomam “infinitamente 
pequenos” quando n tende a infinito, entao essa seqiiencia e divergente. 

Indica-se: lim a n = oo e le-se: “limite de a n quando n tende a infinito igual a infinito”. 

n -»oo 


ou lim a n = -oo e le-se: “limite de a n quando n tende a infinito igual a menos infinito”. 


n>oo 


Assim: 

a) Seja a seqiiencia onde a n = 3n + 4. Quando n*oo podemos dizer que 3n + 4 tende a infinito pois o valor de 
3n tende' a infinito. 

Portanto, lim a n = lim 3n + 4 = oo e a seqiiencia e divergente. 

n -yoo n>oo 

b) Seja a seqiiencia onde a n = - n + ^ . Quando n>oo, podemos escrever --—py — ~ ~pp = “5n e 0 va l° r de 
-5n tende a menos infinito. 

5n 2 

Portanto, lim a n - lim - — — - = -oo e a seqiiencia e divergente. 

n>oo n>oo n + 1 


8 . Verifique se sao convergentes ou se sao divergentes as sequencias onde: 
3n 3 


a) a n = 


n 2 + 1 


Quando n>oo, voce pode escrever 

3n 3 


3n 3 


3n 3 

n 2 + 1 “ x* 


= 3 71 e o valor de 3n tende a 




Portanto, lim a n = lim 2 


n + l 


e a seqiiencia e 


2 n 2 + 1 

b > a "='5^T7 


^ , 2 n 2 + 1 

Quando n+ 00 , voce pode escrever - 7 - 5 — r 

4n - 1 

2 n 2 + 1 / 


2n l 


/ 


4n z 4 2 


Portanto, lim a n = lim — ^ = —ft e a seqiiencia e CO/li/€iCie72^& 

n+00 n n->oo 4 n 2 _ 1 ....4.... '>'f 

c) a n = 


n 2 + n 
3ri 2 -1 


-j n 2 + n_n 2 

Quando n+oo voce pode escrever — ; = — r- 

3n 2 - 1 3n 2 


S' 


Portanto, lim a n = lim — ^ y - n 

n>oo n >oo 3 n 2 - 1 


e a sequencia e 


cortMtaenfe 


W 
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d) a n = 


n 2 + n + 1 
2n - 3 


Quando n+oo, voce pode escrever n 2 * n * 1 s n ' e 0 valor de “I" tende a 

Portanto, ljm_a n = Um_ n n * * = e a sequencia e • 


n+oo n+oo 2n - 3 
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Exercicios a resolver: item 6, pig. 16. 


EXERCICIOS 


SEQUfiNCIA A 


1) Considere a fun^ao f:lN* -> 1R 

n »-> y =? a n , onde a n - 2n + 1 

e determine: 

a) O numero real que f faz corresponder ao natural n = 1. 

b) O numero real que f faz corresponder ao natural ri = 2. 

c) O numero real que f faz corresponder ao natural n = 3. 

d) O numero real que f faz corresponder ao natural n = 4. 

e) O domfnio e a imagem da fun^ao f. 

f) A seqtiencia definida por f. 

g) O 10? termo e o 35? termo da seqtiencia. 

2) Determine o termo gerai, o 15? termo e o 146? termo da 
sequencia (2, 3, 4, n +1, ... ). 

3) Determine o termo gerai, o 20? termo e o 116? termo da 
sequencia (5, 8, 11, 14, ..., 2 + 3n, ...-). 

4) Escreva a sequencia cujo termo gerai e dado por: 
aX a n = 3 + 2n 


d) 



a n -i, n > 2 


e) 



a n f a n-i» n > 2 


f) 



an-i, n > 2 


4-* 

[_ a n = -5 + 2 • a n -i, n > 2 
f a, = -3 

h M 3 + a "-. >, 

a n = g , n ^ 2 


b) a n = -5 + n 

c) a n - 2 n 

d) a n = 2 n 


0 a n = (-l) n 

g) a n = n 2 

h) a n = 3 • 2 n i 

i) a n = 5 (-2)"' 1 

.v , 1 .n-2 

J) a„ = (-y) 


5) Escreva a sequencia definida 


a) 


b) 


c) 


{ 

{ 

{ 


a! = 2 

a n = 3 + a n _j, n ^ 2 


ai = -3 

a n = 4 + a n _i, n ^ 2 


aj = 3 

a n = 2 • a n-i» n > 2 


pela lei de recorrencia: 


f a i = 3 

a„ = (-l)"" 1 * a n -i, n 


>2 


j) 


a, =-l 

a n = (y) n 1 • a n .i, n > 2 


6) Classifique as seqtiencias em convergentes e divergentes, 
calculando o limite do termo gerai dado por: 


a n = 2 n 

h) 


10n 3 -n 

n 

a n - 

n + 3 

a " - n + 1 

i) 


2n - 5 

a n - 

n 2 +n 

a n = -2 + 3n 

j) 

a n = 

n 3 + 2n - 1 

1 

3n 3 - 5 

a n =- 





e) a n 


3n + 1 


5n 

n » 2n 3 

0 * n = " 7+7 

3n 2 

g) a n=“3 


n + 1 
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RESPOSTAS 


5) a) (2,5,8, 11,...) 


1) a) 3 

b) 5 

c) 7 

d) 9 

e) D = {l, 2, 3, ...}= IN* e 1m = {3, 5, 7, 9, 11, ...} 
0 (3, 5, 7, 9, ...) 

g) aio =21; a35 = 71 

2) a n = n + 1 
a, s = 16 
a 146 = 147 

3) a n = 2 + 3n 

a^o = 62 
aii6 = 350 


b) (-3, 1, 5, 9, ... ) 


c) (3,6, 12,...) 

HW i i 1 X 

d) < 4 > 8 > 16 - -) 

W 1 1 1 , 

e ) *■ 2 ’ 2 ’ 2 ’ 

0 (-4, 2,-l,y, ...) 

g) (2,-1, -7,-19,...) 

h) ("3. 0,-i-,-jy,...) 

i) (3, -3, -3, 3, 3, ... ) 


•w i 1 -L _L i 

)) l-i, - 2 ’ " g ’ “ 64 ’ •" ’ 


4) a) (5,7,9, 11,...) 

b) (-4, -3, -2,-1,...) 

c) (2, 4, 8, 16, ... ) 

hwJ- 1 1 l 

d) ( 2 ’ 4 ’ 8 ’ ■" * 

w 12 1 . 

e) ( 2 ’ 3 ’ 4 ’ - ) 

0 (-1, 1,-1, 1,...) 

g) (1,4,9, 16,...) 

h) (3, 6, 12,24,...) 

i) (5,-10,20,-40,...) 

j) (-2,1 ,-j.j,-) 


6) a) lim a n = oo, divergente 
b) lim a n = 1, convergente 

n>oo 


c) lim a n = °°, divergente 

d) lim a n = 0, convergente 

n*oe 

3 

e) lim a n = -r- , convergente 
n>« j 

f) lim a n = -°°, divergente 

n-»oc 

g) lim a n = 0, convergente 

n>oo 


h) lim a n = oo, divergente 
n>» 

i) lim a n = 0, convergente 
n>» 


j) lim a n = — , convergente 
n->« 3 


SeqUencias Aritmeticas 



a) esteja apto a reconhecer as sequencias aritmeticas. 

b) conheqa as propriedades de uma sequencia aritmetica. 

c) adquira as tecnicas de caicuio com sequencias aritmeticas. 


SEQUENCIA aritmetica 

9. Defin^ao: toda sequencia onde cada termo, a partir do segundo, e a soma do termo anterior com uma constante 
dada e chamada sequencia aritmetica ou progressao aritmetica (P.A.). 

Assim: 


[ 


a t = a 


a nM + r, com n > 2 


define uma progressao aritmetica, onde o primeiro termo e a e r 


a constante chamada razao da P.A. 


10. Aplica 9 §o: 

19) Considere a sequencia (1, 3, 5, 7, 9, . . . , an, . . . ) e assinale as afirma^oes corretas: 

a. (X) O primeiro termo da sequencia e 1. 

b. ( ) O segundo termo da sequencia e 2. 

c. (X) 0 segundo termo da sequencia e 3. 

d. (X ) a 2 — a^ 2 

e. (X) 0 terceiro termo da sequencia e 5. 

f. ( ) a 3 = aj + 2 

g. (X) a 3 = a 2 + 2 

h. (X) a4 = 7 

i. ( ) 0 quarto termo e igual ao segundo termo mais 2. 

j. (X) 0 quarto termo e igual ao terceiro termo mais 2. 

l. (X) a 4 = a 3 + 2 

m. (X) a 5 = a 4 + 2 
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n. (y) 0 quinto termo e igual ao quarto termo mais 2. 

o. (y) a n = a n . x + 2, com n> 2 

p. ( ) A constante e r = 3. 

q. (y) A constante e r = 2. 

r. (y) Na sequencia (1, 3, 5, 7, 9, . . . , s 

anterior com a constante 2. 

s. (y) A sequencia (1, 3, 5, 7, 9, , a n , 

t. (y) A sequencia (1, 3, 5, 77 9, ... , a n , 

a l = 1 

a n = a n .j + 2, com n > 2 


. . . ), cada termo a partir do segundo e igual a soma do 

. ) e uma P.A. onde o primeiro termo e 1 e a razao e 2. 

. ) e definida por 


{ 


29) Considere a sequencia (-5, -2, 1 , 4, 7, . . . , a n , . . . ) e complete: 

a) 0 primeiro termo da sequencia e a! = ..-Jf.. . 

b) O segundo termo da sequencia e a 2 = .—.2.. e a 2 = a t + 3 = .—#5.. + 3 = .-.2.. • 

c) O terceiro termo da sequencia e a 3 = e a 3 = a 2 + 3 = .—.2... + 3 = ,„J .... . 

d) O quarto termo da sequencia e a 4 = e a 4 = a 3 + 3 = + 3 = . 

e) 0 quinto termo da sequencia e a s = e a s = a 4 + ...^3.... = + ...J?.... = ....Z... 

f) O sexto termo da sequencia e a 6 = ..JO.. e a 6 = a s + ,..3.... = ....7... + ....3... = ..JO.. • 

g) A sequencia (-5, -2, 1, 4, 7, . . . ) e uma ...ySzL.. onc * e a i = ...r.O. e r = ...3.... • 

, - ...T.5.. 

h) A sequencia fica definida por ^ ^ ^ 


{::: 




com n > 2 


39) Considere a sequencia definida por 


fa, = 6 

1 a n = a n ., + 5, com n > 2 

a) A sequencia e (6, 11, . . . * .2.4.,. 26+,. ,.t...)...- 

b) Para n = 2, a 2 = ■ 

c) Para n = 3, a 3 = a 2 + ...3.... = ai + ... 2 .... ’ 

d) Para n = 4, a 4 = a 3 + ... 3 .... = a, + ... 3 ... ' 

e) Para n = 5, a s = a + ...3.... = a, + ...4.,.. 


e complete: 


5. 

5. 

5. 

.>5... = a i + ... 5 .... ' 5 - 

g) Para n, a n = a + ..^5.... = a t + ( ) * 5 - 

h) A sequencia (6, i 1, 16, 21, . . . ) e uma onde a i = ...6.... e r = • 


f) Para n = 6, a 6 = a^- 


RELAQAO ENTRE O n-ESIMO E 0 PRIMEIRO TERMO DE UMA P.A. 

11. A rela?ao entre o n-esimo e o primeiro termo de uma P.A. e dada por 

a n = a, + (n - 1) • r 

isto 6, o n-esimo termo de uma P.A. e igual ao 19 termo mais (n- 1) vezes a razao r. 

Assim, considere a P.A. onde o 19 termo 6 a, e a razao # r e complete: 

a) Para n = 1, voce tern o 19 termo, que e • 

b) Para n = 2, voce tern o 29 termo, que e a 2 = ... 5 /.... + r - 

c) Para n = 3, voce tern o 39 termo, que e a 3 = a, + ...2.... • r - 

d) Para n = 4, voce tern o 49 termo, que 6 ^ = ai + ...3.... ’ r> 

e) Para n = 5, voce tern o 59 termo, que e as = a! + ....4... * r> 

f) Para n = 20, voce tern o 209 termo, que e a 20 = • r - 

g) Para n = 35, voce tern o 359 termo, que e a 3s = ai + .34:.. ' r - 

h) Para n qualquer, voce tern o n-esimo termo, que e a„ = a ( + ( ) * r - 
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Entao, a rela 9 ao a n - + (n - l)r nos peimite calcplar urn termo qualquer da P.A. sem escrever todos os 

term os anteriores a ele. 

12. Aplica^o: 

19) Seja a P.A. onde o 19 termo e 3 e a razao e 9. 

Calcule: 

a) 0 59 termo da P.A. 

Como a n = a! + (n - l)r, a 5 = a! + • r = # + 4 • £ = 3.Q. 

b) O 119 termo da P.A. 

Como a n = 3l + (n-l)r, a u = a, + JQ... . r = A±J.Q.. f ..9....r....9.d. 

c) 0 209 termo da P.A. 

Como a* = a 20 = =A..±J9... ! S..=J74.. 

d) O 249 termo da P.A. 

Como a n = , a 24 = 

29) Seja a P.A. onde o 19 termo e 5 e a razao e -2. Calcule: 

a) 0 39 termo da P.A. 

Como a n = a, + (n- l)r, a 3 = t.2/-.2.)..r.J.. 

b) 0 59 termo da P.A. 

Como a„ « »s = d... 

c) A P.A. t (5, 

d) 0 329 termo da P.A. 

Como a n = , a 32 = 

e) 0 1019 termo da P.A. 

Como a n = , a 101 = A..±ZZQj(z.Zj.Z.-.Z9A 

39) Calcule o 19 termo de uma P.A. e escreva a P.A., sabendo que o 89 termo e 23 e a razao e 3. 

Como a n = ai + (n - l)r, a 8 = aj + ....7... • r e substituindo a 8 por 23 e r por 3, vem: 

.23. = 

.2.3. = ?,..±2.l 

a. = Ad - &LsJL 

A P.A. e (2, 3 x .aUi.,,J... 

49) Calcule a razao de uma P.A. e escreva a P.A., sabendo que o seu 19 termo e -14 e o 79 termo e 10. 

Como a n = aj + (n - l)r, a 7 = a t + ...3 . r e substituindo o valor de a! e a 7 vem: 

jo.. = 

..$±..=JO.±M 

i 

A P.A. e (-14, -10, Z. < 5. t ..-2 ? ..2j.. : .;*.) 

59) Numa P.A. o seu 19 termo € 9, a razao 6 -4 e urn de seus termos e igual a -39. Calcule a posi 9 ao deste 
termo na P.A. 

Como a n = a! + (n - l)r, -39 = mmm $ mmmu + (n - 1) • ( ) e resolvendo essa equasao em n, vem: 
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-39 = 



4&-J22. 

...a.t. J3. 

Portanto, -39 e o termo da P.A. 

69) Calcule o 209 termo de uma P.A., sabendo que o seu 49 termo e 5 e a razao e 2. 

Para calcular a 20 , voce precisa do valor de ai que sera calculado a partir do a 4 . Fa$a entao: 
a 4 = ai + • r =► = a! + .*^..-..2 





I 

II 

..V 


S9 • r => a 20 

= -/* ig. 

2-37 




Portanto, o vigesimo termo da P.A. e C$.7.. . • 


79) Sabendo que 2x - 3, 3x - 4 e 2x + 5 sao termos consecutivos de uma P.A., calcule x e escreva esses 
termos. 

3x-4 = 2x-3 + r =>r= X - 1 


2x + 5 = 3x-4 + r => r = 

Os termos sao ... 7 ... , ...XX.. e . 


y => x 




=> x = 


70 


Exerci'cios a resolver: itens 1 a 27, pag. 23. 


13 . 


Propriedades de uma P.A. 

1?) Na P.A. (a,, a 2 , a 3 , . . . , a n a n+k a„,. k , . . . , am, . . . ), onde o 19 termo e a, e a razao 

e r, vale a relasao: 


a n + a m ~ a n+k + a m-k 

ou seja, a soma de dois termos quaisquer de uma P.A. e igual a soma de dois termos eqiiidistantes a eles. 
Em particular: 

a ) a i + a n = a i+k + a n-k 

b) a n = an ~ k ^ an +.L ? i s to e, cada termo de uma P.A. e a media aritmetica de dois termos quaisquer 
eqiiidistantes a ele. 

_ ^ _ a n-k + a n+k 

De fato: a n _k + an+k = a n + a n = 2a n => a n - ^ 

a n _ « a n +i A . 

c) a n = — ^ onde a n-i > a n e a n+i sao tres termos consecutivos. 
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2?) Uma P.A. com a razao diferente ae zero e sempre divergente, isto 6, lim la n l = oo 

n>oo 

De fato: lim I a n I = lim la, + (n-l)rl = 

n-»-oo n+oo v y 


SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DE UMA P.A. 


14. Na P.A. (a,, a 2 , .... a n , a n+1 , . . . ) a soma dos n primeiros tennos t dada por 

O _ n . (a, + a n ) 

^ 2 

De fato: S n = a, + a 2 + a 3 + ... + ... + a n ., + a n ou 

Sn = a n + a n .j + a„_ 2 + ... + ... + a 2 + a, 

e somando membro a membro, vem: 2S n = (a, + a„) + (a 2 + a n .,) + (a 3 + a n . 2 ) . . . + (a n ., + a 2 ) + (a n + a,) 

, a, + a„ a, + a n a, +^a„ 


Sn 


n(a, + a n ) 


IS. Aplica^ao: 

19) Calcule a soma dos 10 primeiros termos de uma P.A., onde o 19 termo e 2 e o 109 termo e 47. 

fnmn n ( a i + a n) *0- (2 tAZl 9Af - 

Como S n - ^ , S 10 = 2 ^ = # 


29) Calcule a soma dos 12 primeiros termos de uma P.A., ontie a! = -4 e r = 5. 
Para calcular S 12 , voce precisa calcular antes a 12 . 

Assim: a 12 77 ^ + 55 * 5f 


>12 


12 (-4 ± 5i') = 282 


39) Calcule a soma dos 8 primeiros termos de uma P.A. cujo oitavo termo 6 12 e a razao 6 5. 
Para isso complete: 

^ ~ 12 = ~ a, = 

„ 8 (-23 / 12) 


-44 


49) Escreva a P.A., sabendo que a soma dos vinte primeiros termos e 380 e que o vigesimo termo e 57. 
Para isso complete: 

* 20 ) ^ 3 Q 0 _ JO., (a, + „£7 ) -570+380 


$20 = 


Z 


2l 


10 


a, = 


-190 

10 


-19 


^20 = <= 
a p.a. e 


£L - * M- •<<>■ = ^ £ * - * 
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Exerci'cios a resolver: itens 28 a 40, p£gs. 23 e 24. 


EXERCI'CIOS 

SEQUfiNCIA A 

1) Em cada seqiiencia aritmetica abaixo, calcule: 

a) a razao de (2, 5,8,...). 

b) a razao de (-10, -8, -6, . . . ). 

c) a razao de (*^, ^ ^ » . • • )• 

d) o 2?9 termo de (13, 9, 5, . . . ). 

e) o 349 termo de (5, -2, -9, ... ). 

f) o 151? teimo de (8, ^ , 7, . . . ). 

g) o 1009 termo de (-3, 1, 5, . . . ). 

h) o 459 termo de (3n, 6n, 9n, ... ). 

2) Conhecendo o valor de a n , calcule a sua posi^ao em cada 
uma das seqtiencias aritmeticas abaixo: 

a) a n = 72 na P.A. (2, 7, 12, ... ). 

b) aj] — 2 P.A. ( 2 » 2 » 2* * " ’ 

c) a n = -172 na P.A. (-1, -4, -7, . . . ). 

d) a n = -393 na P.A. (3, -1, -5, . . . >. 

e) a n = 20n - 19 na P.A. (n, 2n - 1, 3n - 2, . . . ). 

3) Calcule o 259 termo de uma P.A. cujo 19 termo e 12 e 
cuja razao e -5. 

4) Calcule o 439 termo de uma P.A., sabendo que aj = -20 
e que a n = a nM + 7. 

5) Calcule o 139 termo de uma P.A., sabendo que a x = 48 e 
que a n = a nM + -y. 

6) Calcule a razao e escreva a P.A., sabendo que o seu 19 termo 
e -48 e o 159 termo e -90. 


16) Calcule o valor de x, sabendo que 2x + 7, 3x e 5x - 11 
sao tres termos consecutivos de uma P.A. 

x 2x — 

17) Calcule o valor de x, sabendo que y, y e x - 1 sao 
tres termos consecutivos de uma P.A. 

18) Escreva tres termos da forma -4x, lOx e 6x + 9, sabendo 
que sao tres termos consecutivos de uma P.A. 

2 

19) Escreva tres termos da forma 3x, x e x +-y, sabendo que 
sao tres termos consecutivos de uma P.A. 


20) Escreva uma P.A. onde 

x - 10 x - 5 
forma r , — ; — e 


os tres pnmeiros termos sao aa 
6 _ 

5* 


21) Escreva uma P.A. onde os tres pnmeiros termos sao da 

forma 2x e x + 2. 

22) Determine as medidas dos angulos intemos de urn triangulo 
retangulo, sabendo que essas medidas sao tres termos conse- 
cutivos de uma P.A. 

*1 2 2 

23) Determine o valor de x, de modo que x 2 , (x - 1) e (x - 5) 
sejam termos consecutivos de uma P.A. 

24) Escreva uma P.A. onde a soma de seus tres primeiros termos 

, 3 

e 3 e o produto deles e y. 

25) Calcule as medidas dos lados de urn triangulo retangulo, 
sabendo que o seu perimetro e 12 cm e que essas medidas 
sao os tres primeiros termos de uma P.A. 

26) Escreva uma P.A. onde a soma do 29 termo com o 79 termo 
e -10 e a soma do 49 termo com o 99 termo e 6. 

27) Escreva uma P.A. onde a soma do 49 teimo com o 89 termo 
e 20 e o 319 termo e o dobro do 169 termo. 


28) Calcule a soma dos 35 primeiros termos de uma P.A. onde 
o 19 termo e -12 e a razao e 5. 


7) Escreva uma P.A. cujo 19 termo e 4 e o 209 termo e -15. 

8) Escreva uma P.A. onde a! = -25 e aio = 11. 

9) Calcule a posi$ao do termo = -400 numa P.A. onde o 
19 termo e 65 e a razao e -15. 

10) Numa P.A., sendo ax = -10, r = -8 e a n = -362, calcule 
o valor de n. 

11) Numa P.A., sendo ai = 240, i = -7 e a n = 2, calcule o 
valor de n. 

12) Calcule o 19 termo e o 109 termo de uma P.A. cuja razao 
e 3 e o 159 teimo e 44. 

13) Calcule o 89 termo de uma P.A. cuja razao e 8 e o 209 termo 
e 155. 

14) Calcule o 109 termo de uma P.A., onde r = -y e = -13. 

15) Calcule o 209 termo de uma P.A. cujo 19 termo e 2 e o 
159 termo e -152. 


29) Calcule a soma dos 20 primeiros teimos de uma P.A. onde 
o 19 termo e -7 e a razao e 3. 

30) Calcule a soma dos 49 primeiros termos de uma P.A. onde 
o 19 termo e 37/1” e a razao e -5/T 

31) Calcule a soma dos 100 primeiros termos de uma P.A. onde 
r = 1 e a ioo = 204. 

32) Calcule a soma dos 15 primeiros termos da P.A. (5, 2, -1, 
-4, . . . ). 

33) Calcule a soma dos 31 primeiros termos da P.A. (-8, -3, 

2 , . . . ). 

3 1 

34) Calcule a soma dos 20 primeiros termos da P.A. (-y , -y , 



35) Calcule a soma dos 30 primeiros numeros fmpares positivos. 

36) Calcule a soma dos 55 primeiros termos de uma P.A., 
sabendo que o 69 termo e igual a -3 e a razao e 5. 
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37) Escreva uma P.A., sabendo que a soma dos seus 8 primeiros 
term os e -20 e a razao e -3. 

38) Calcule o 7? teimo de uma P.A., sabendo que am = — 

17 8 

e a 4 = X . 

39) Calcule o 329 termo de uma P.A., sabendo que a 31 = -42 
e a 33 = “30. 

40) Calcule o 159 teimo de uma P.A., sabendo que a3 = — - e 

59 4 


24) ( T’ 1 *T> • • • > P ara 1 = \ e (y, 1, y, . . . ) 
para r = -y 

25) 3 cm, 4 cm e 5 cm 

26) (-19, -15, -11, -7, ...) 

27) (0, 2, 4, 6, ... ) 


RESPOSTAS 

1) a) r = 3 
b) r = 2 

d) a 23 = -75 

e) a 34 = -226 

0 *isi = -67 

g) a ioo = 393 

h) a 45 = 135n 

2) a) n = 15, 159 termo 

b) n = 32, 329 termo 

c) n = 58, 589 termo 

d) n = 100, 1009 termo 

e) n = 20, 209 termo 


3) a 25 = -108 


4) 343 = 274 

5) a i3 = 54 


6) r = -3; (-48, -51, -54, 

7) (4, 3, 2, 1, 0, ... ) 

8) (-25, -21, -17, ...) 

9) n = 32, 329 termo 

10) n = 45 

11) n = 35 

12) *i = 2; a 10 = 29 

13) a 8 = 59 

59 

14) a io = 2~ 

15) a2o = -207 

16) x = 4 


17) x = -12 

18) -2, 5, 12 

19) _A _J_ _L 

20) (-11 A ) 

21) (1, 2, 3, 4, ...) 

22) 309, 609 e 909 


) 


28) S35 = 2555 

29) S20 = 430 

30) S49 = -4067/7 

31) Si® = 15450 

32) S, s = -240 

33) S 31 = 2077 

34) S20 = 80 

35) Sjo = 900 

36) S ss = 5885 

37) (8, 5, 2, -1, ... ) 

38) i-j = 4 

39) a 32 = -36 

40) a is = -y- 

SEQUfiNCIA b 

1) Calcule a soma dos 20 primeiros termos de uma P.A., 
sabendo que o 59 termo e 17 e o 109 termo e 32. 

^ = 3 y a , = v5 ; %o = 62 ; & = 670 

zo 

2) Calcule o 159 termo de uma P.A., sabendo que a soma dos 
4 primeiros termos e -78 e que o 119 termo e igual a soma 
do 19 com o 69 termo. 

£ = -3, e r = -/5 f *rs * -<57 

3) Escreva uma P.A., sabendo que a soma dos seus 10 primeiros 
termos e 55 e a soma dos seus 6 primeiros termos e -3. 

't=3r*, = -& } (-8, - 5 , -2 7 1, 4, ...) 

4) Calcule a soma dos 16 primeiros termos da P.A. ( n + \ 

" + 2 » 4 3 " 

n ’ n ’•••'• 

4 = J- , % - ZUJ6 , 3 = 16/i z j 736 

71 ' re 7b 

5) Calcule a soma dos multiplos de 6 nao negativos menores 
que 100. 

77 ,- / 7 ; Q=876 

17 
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6) Calcule a soma dos numeros impares compreendidos entre 
100 e 500. 

- 707} 4, = 2} *n, - 499} n = 5 

s t -60000 

7) Calcule a soma dos multiplos positivos de 9 formados por 
3 algarismos. 

A 06; *-9}% = 999 f pz = fOO $ 

S-- 5S3SO 

8) Calcule o numero de multiplos de 15 compreendidos entre 
100 e 3500. 

*=705}%,= 34-95 ; 7z= 227 7zu?nebo7> 

9) Quantos slo os numeros de 3 algarismos que nao sao 
divisiveis por 3? 

(Sugestao: dos 900 numeros de 3 algarismos subtraia o 
total de numeros divisiveis por 3.) 

300 7ubnei<n dcvcuwia pot 3^e 600 

7uim#toi na/r dcriicbete pot 3 


10) Determine a expressao da soma dos n primeiros numeros 
impares naturais. 

<2? **•? + (n-fj.2 } s n.. n z 

11) Escreva uma P.A., sabendo que o produto do 19 termo 
pelo 49 termo e 90 e o produto do 29 termo pelo 39 termo 
e 108. 

(- 75 r -72,-9, -6, ate. 

06, 9, 72, 75, ) pcbuz £ = 3 a 

(75,72,9, • • • J#u f-6, -9, -72, ..J 
pata, t - - 3 

12) Calcule o termo geral de uma P.A. cujo primeiro termo e 
5 e cuja soma dos n primeiros termos e n 2 + 4n. 

*71/ - 2 7Z •/ 3 
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SeqUencias Geometricas 



a) esteja apto a reconhecer sequencias geometricas. 

b) conhega as propriedades de uma sequencia geometrica. 

c) adquira as tScnicas de c£lculo com sequencias geometricas. 


SEQUENCIA GEOMETRICA 

16. Definite): toda sequencia, onde cada termo a partir do segundo e o produto do termo anterior por uma 
constante dada diferente de zero, e chamada sequencia geometrica ou progressao geometrica (P.G.). 

Assim: 

r a x = a 

[ a n = a n .! • q, com n> 2 e q =£ 0 

define uma progressao geometrica, onde o primeiro termo eaeqea constante chamada razao da P.G. 


17. Aplica 9 ao: 

1?) Considere a sequencia (2, 6, 18, 54, 162, ... ) e assinale as afirma 95 es corretas: 

a. (X ) O primeiro termo da sequencia e 2. 

b. ( ) O segundo termo da sequencia e 5. 

c. (X) O segundo termo da sequencia e 6. 

d. (X ) aj — a i • 3 

e. (X) 0 terceiro termo da sequencia 6 18. 

f. ( ) a 3 = aj • 3 
g- (X) a 3 = a 2 • 3 

h. (X) a 4 = 54 

i. (X ) a 4 = a 3 • 3 

j. ( ) a 4 = aj • 3 

l. (X ) a 5 = a 4 • 3 

m. (X) a n = a n .j • 3 
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n. (X) A constante 6 igual a 3. 

o. (X) Na sequencia (2, 6, 18, 54, 162, .... a n , ... ), cada termo a partir do segundo 6 igual ao produto do. 

termo anterior pela constante 3 

p. ( ) A seqiiencia (2, 6, 18, 54, 162, ..., a n , ... ) e uma P.G. onde o primeiro termo e 2 e a razao e4. 

q. (X) A seqiiencia (2, 6, 18, 54, 162, ..., a n , ... ) 6 uma P.G. onde o primeiro termo 6 2 e a razao e 3. 

r. (X) A seqiiencia (2, 6, 18, 54, ..., a n , ... ) e definida por 

f a, =2 

1 a n = a n .j • 3, com n > 2. 


2?) Considere a seqiiencia (3, -6, 12, -24, 48, -96, ... ) e complete: 

a) 0 primeiro termo da seqiiencia e aj = ...^L. 

b) 0 segundo termo da seqiiencia e a 2 = -6 e a 2 = aj • (-2) = • (-2) = ^ 

c) O terceiro termo da seqiiencia e a 3 = 12 e a 3 = a 2 • (-2) = * ( _ 2) = ........ 

d) 0 quarto termo da seqiiencia e a, = -24 e a 4 = a 3 • (-2) = ..t?...... • (-2) = • . _ 

O ) — OA Y— 2) _ 4-8 

e) O quinto termo da seqiiencia e a s = 48 e a 5 = a 4 • < ..£/ = ~ —?yg * 

f) O sexto termo da seqiiencia e a 6 = -96 e a 6 = a 5 • \ ~ • (—£ / - • 

g) A sequencia (3, -6, 12, -24, 48, -96, ... ) 6 uma onde o primeiro termo e ai = e q = 




3?) Considere a sequencia definida por 


p- , 

L a n = a n-i * ~2 » 

a) A sequencia 6 (8, 4, 2 f if -Jr ? 


com n > 2 


e complete: 


b) Para n = 2, a 2 = a x • —g~ = 4 

c) Para n = 3, a 3 = a 2 • = a! • (-—) 2 = 8 • 


/ / / 

d) Para n = 4, a 4 = a 3 • -g- = a x • ( - ^-) 3 = # • -g- - 1 

i , 4 ^ / 

e) Para n = 5, a 5 = a 4 • —g - a! • (-g ) -O # 

/ / i ) s n ^ / 

0 Para n = 6, a 6 = a 5 • = a x • ( J = O • ^5 ~ 

/ / / ) 7^- / 

g) Para n, a n = f • -^r = ai •(“<£/ 

h) A sequencia (8, 4, 2, I,--, ... ) 6 uma on( k a x = e q - 2 


i 


RELAQAO ENTRE O n-eSIMO E O PRIMEIRO TERMO DE UMA P.G. 

18. A rela 9 §o entre o n-esimo e o primeiro termo de uma P.G. e dada por 

a n = ai • q nl 

isto e, o n-£simo termo de uma P.G. e igual ao produto do 1? termo pela razao elevada ao expoente n - 1 

Assim, considere a P.G., onde o 1? termo e a x e a razao e q, e complete: 

_ a 

a) Para n = 1, voce tern o 1? termo que e ># / # ... . 

b) Para n = 2, voce tern o 2? termo que e a 2 = • q. 

2 

c) Para n = 3, voce tern o 3? termo que 6 a 3 = a x • q— • . 
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d) Para n = 4, voce tern o 4? termo que e a 4 = aj • q*£. 

e) Para n = 5, voce tem o 5? termo que e a 5 = a! • q^- 

f) Para n = 20, voce tem o 20? termo que e a 20 = a! • q^* 

g) Para n = 35, voce tem o 35? termo que e a 35 = ai . . 

h) Para n qualquer, voce tem o n-esimo termo que e a n = • q— 

Entao, a rela^o a„ = a, • q"' 1 nos permite calcular um termo qualquer da P.G. sem escrever todos os termos 
anteriores a ele. 


19. Aplica^o: 

1?) Seja a P.G. onde o 1? termo e 3 e a razao e 2. 

Calcule: 

a) O 6? termo da P.G. 

Como a n = a, • q"' 1 , a 6 = a, • = 3.\ % 4 6 =-98 

b) 0 8? termo da P.G. 

Como a n = a, • q"' 1 , a 8 = a, . 

c) O 11? termo da P.G. 

Como a n = a, . q n *», a n = a, . q& = 3. : J™=.3>/024 » 3072 


2?) Calcule o 1? termo de uma P.G. e escreva a P.G., sabendo que a s 6 -80 e a razSo 6 2. 
Como a n = aj • q n *, a s = a, • q---, substituindo a s por -80 e q por 2 vem: 

~§Q... = => a, = = -5 

A P.G. e (-5, * * ) 

3?) Calcule a razao de uma P.G. e escreva a P.G., sabendo que o seu 1? termo e -j e a 8 6 

Como a n = a, • q n_1 , a 8 = a, • q--- , substituindo a, e a 8 pelos valores dados vem: 

/ * .7 7 1 

2187 q 


4374 2... * q '"‘ q7 q7 = ( 1 )7 

Aect( T-±LM. 


/ 

3 


1 / ) 
18 1 5? 7 ** V 


4?) Calcule a razao de uma P.G. e escreva a P.G., sabendo que a s e 405 e o 1? termo e 5. 
Como a n = a, • q *, a s = • q---, substituindo a s e pelos valores dados vem: 


405 m 5 . * 


q- 


4 405 

q = ~ c— 


= 81 


q 4 = 81 


Portanto, q = 3 ou q = ' 3 


E, para q = 3, a P.G. e (5, 405 ? . . • ] 

para q = -3, a P.G. 6 (5 , •••). 

59) Calcule o valor n numa P.G. onde a, = 8, a n = 1944 e a razao 6 3. 
Substituindo os valores dados, na rela 9 ao a n = a^q”” 1 , vem: 

1944" = 8 . 3 »-i ^ 243 = 3 n-. _ 


3"- = 3"' 1 


q 4 = (±3) 4 


= n 


= 
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6?) Calcule o 10? termo de uma P.G., sabendo que o 7? termo e 192 e a razao e -2. 
Como a n = a t • q”’ 1 , a 7 = a, • q& e substituindo pelos valores dados vem: 


- a. • (- 2 ? i— », 

a 10 = a l " •»- ■ — 3io 


r 


7?) Calcule a razao de uma P.G. onde o 6? termo e 36 e o 4? termo e 81. 

Como a n = ai • q n_1 , a 6 = ai • q** 5, e a 4 = a t • q**^**, substituindo pelos valores dados temos: = 

= a x • q'^' e = a! • q*^* e, dividindo membro a membro, 


vem: 


36 _ a i9 5 

" a lQ 3 


Voce obteve 





8?) Sabendo que 2x -7, x+ 1, x+ 7 sao tres termos consecutivos de uma P.G., calcule x e escreva esses 
termos. 

Para isso complete: 

x + 1 = (2x - 7) • q => q = £ y 

x + 7=(x*l). q 
e resolvendo essa equaijao vem: .X...J’....2X % 2 

^.±.■5*. -£Qz < 2 ^ 

Voce obteve x = -10 ou x = 5 

Portanto, para x = -10 os termos sao .~27 , e P ara x = 5, os termos sao ,_3 , 



x + 1 ,T -/• 7 
2x - 7 JC3f.X 


Exercicios a resolver: itens 1 a 20, pags. 32 e 33. 


20. Propriedades de uma P.G. 

i?) Numa P.G. (a ls a 2 , a 3 , 
rela^ao 


a n , ..., a n+ k, ..., a m _k, ..., a m , ...) onde o 1? termo e a, ea razao e q, vale a 


a n * a m = a n+k * a m-k 


isto e, o produto de dois termos e igual ao produto de dois outros termos eqiiidistantes deles. 
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Em particular: 

a ) a i • a n = a i+k * a n-k 

b) a„ = a n _k • a n + k e |a n | = V a,,^ • a n+k , isto e, cada termo em modulo e igual a media geometrica 
entre dois termos quaisquer equidistantes a ele. 

c ) a n = a n -i • a n+i » onde a n _!, a n e a n+1 sao tres termos consecutivos da P.G. 

2?) Uma P.G. onde - 1 < q < 1 e q=£0 e sempre convergente, isto e, lim a n = 0. 

n>oo 

De fato, quando n*oo, q 11 ' 1 tende a zero, pois q e um numero decimal entre -lei. 

Assim, lim a n = lim a t • q 11 ’ 1 = 0 

n>oo n*oo 


SOMA DOS TERMOS DE UMA P.G. 

21. Soma dos n primeiros termos. 

Numa P.G. (a 1? a 2 , a 3 , ..., a n , a n+1 , ... ), com q ¥= 1, a soma dos n primeiros termos e dada por 

c a i“ a n • q 

" 

De fato, S n = aj + a 2 + ... + a n 
e multiplicando ambos os membros por q vem: 

S n • q = a, • q + a 2 • q + ... + an., • q + a n • q 
S n • q = a 2 + a 3 + ... + a n + a n • q 

a i - a n • q 

Portanto: S n - S n • q = a! - a n • q <=> S n = — - — com q 1 


22. Limite da soma dos termos de uma P.G. convergente. 


O limite da soma dos termos de uma P.G. convergente e 

lim S n = S =~r ^ — , com -1 < q < 1 e q=£0 

n*oo 1 - q 


De fato, lim S n 

n 400 


= lim 

n+oo 


a i “ a n * q 

1 -q 


a i 

1 -q 


pois quando n*oo, a n ^0 


23. 


Aplica 9 ao : 

1?) Calcule a soma dos 6 primeiros termos de uma P.G. cujo primeiro termo e -20, a razao e y e o 6? 
termo e - . 
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Como S„ = 
-20 + 


1 

. 2 .. 


a i ~ a n • q 
1- q 

3 

76 _ 



3 73 
76_ 

/ 

.X. 



-±±1 ± 

~ - - 4, 


2?) Calcule a soma dos 9 primeiros termos de uma P.G., sabendo que a! = 6 e q = -2. 
a ! ~ a« • q ” <? ' Q 

Como S n = ; , S9 = 41^11 e para calcular S 9 voce precisa do valor de a 9 


Assim 


1-q 7 " 1 - q 

)8 




c c _ 6- 7336 • (- 2) . 6-7-3072 3078 

' s> ■ izzizj. :..zsz.:J£7 6 


3?) Calcule o limite da soma dos termos da P.G. (-18, -6, -2, ...)• 


a | 

Como lim S n = S = 

n><» 1-q 


, voce precisa do valor da razao para calcular S. 


Assim: a 2 = ai • q < — = » = ~j8„ m • q <= 

es = ^ e -- Z7 


q = 


-6 J_ 

-MS.. 3 


1 - 


Z32... 
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4?) 


0 limite da soma dos termos de uma P.G. e 4 e a razao e - -3- . 

O 

Calcule o 1? termo da P.G. e escreva a P.G. 





A P.G. 6 ( 



2 m 3 , 2 ) 

76... 1.23.1 7QM.:1 J 


5?) Escreva uma P.G. onde a soma dos 5 primeiros termos 6 605 e a razao e 3. 


Como S n 


a i ~ a n • q c _ a i - 


, S s =. 


1-q 

Sabendo que a s = a! • q 4 , 


vem: 6 ( 9.5 = a i ~ a i -. g . f ..:., g ..... 
J..r..g.... 


.t.r..g... 


para escrever a P.G., voce precisa do 1? termo a^ 


a _ c? , 3 

d<95 = ' 


J.-.3.. 

(-2). 603 = <s l • 243 

"Z 72ioL 


242 


- 3 


A P.G. e ( 3? 73 . ^ _ 22?.. .... . 
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PRODUTO DOS n PRIMEIROS TERMOS DE UMA P.G. 


24. Numa P.G. (ai, a 2 , ..., a n , a n+ , , ... ) o produto dos n primeiros termos 6 dado em m6dulo por: 

IP„I = (a, • a„) n 

Pn = 3j • a 2 • ... a n .j • a n 

Pn = a n • a n-i • a n -2 — a 2 • a i e multiplicando membro a membro vem: 

P n = ( a i * a n) * ( a 2 ^ a n-i) * ( a 3 *^ 1 - 2 ) ••• ( a n-i • a 2> * ( a n * a i) 
a i ' a n a i • a n a i • a n 

Pn = ( a i * a n)" ~ I P„ I = V(a, • a n ) n 

25. Aplica^o: 

1?) Calcule, em modulo, o produto dos 7 primeiros termos de uma P.G., onde o 1? termo e - — e a 

64 

razao e -4. 

Como IP n l = V (ai • a n ) n , |P 7 | = • a 7 )“^ para calcular esse produto, voce precisa do valor 

de a 7 . 

teim: a, - a . . - -g- • (-4) - -L- . . _ 4 t . _ 64 

' IP " 1 " n / P 7 ir-(-64W * 'f = ~t~ 


De fato: 
ou 


2?) Calcule, em modulo, o produto dos oito primeiros termos de uma P.G., onde o 1? termo e — e a 
_ , 2 16 
razao e — . 


P 

s 


-vr 


6 $ „ 
8 = 1 "9 


If • (■$■/• 


. 2' 


2j 

" 3< 






1296 


Exercfcios a resolver: itens 21 a 35, pag. 33. 


EXERCICIOS 
SEQUtNCIA A 

1) Dadas as seqiiencias geometricas abaixo, calcule: 

a) a razao de (1, 2, 4, 8, ... ). 

b) a razao de (64, -32, 16, -8, ... ). 

c) a razao de (-3, -6, -12, ... ). 


d) a razao de , y , ... ). 

e) o 6? termo de i , -i, ... ). 

0 o 11? termo de (1024, 512, 256, ... ). 

g) o 23? termo de (-| , j , j , ... ). 

h) o 8? termo de (-72, -24, -8, ...). 

i) o 6? termo de (j >-j ,-j . -)• 

j) o 7? termo de (y , j , , ... ). 
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2) Calcule o 1? termo e escreva a P.G. cuja razao e 2 e cujo 
9? termo e 512. 

3) Escreva uma P.G. onde a razao e — j e o 109 termo e j » 

4) Escreva uma P.G. onde a razao e-je o 8? termo e - -y^ . 

5) Calcule a ordem do termo a n = 48 numa P.G. onde o 1? 
termo e 3 e a razao e 2. 

6) Calcule a razao de uma P.G. onde o 1? termo e 3 e o 6? 
termo e 96. 

7) Calcule a razao de uma P.G. onde o 39 termo e 1 e o 
69 termo e-yjy. 

8) Escreva uma P.G. onde o 49 termo e 2 e o 69 termo e 18. 

9) Calcule o 109 termo de uma P.G. de razao --y e cujo 59 

termo e 3. 

10) Escreva uma P.G. onde o 39 termo e -16 e o 69 termo e 2. 

# i j 

11) Calcule o valor de x, sabendo que -3- , x e — sao tres 

y 81 

termos consecutivos de uma P.G. 

12) Escreva tres termos da forma 5x-2, x + 2ex-7, sabendo 
que sao termos consecutivos de uma P.G. 


27) Escreva uma P.G., sabendo que a soma dos 4 primeiros 
termos e 40 e a razao e -y . 

28) Escreva uma P.G. de razao --ye cuja soma dos 5 primeiros 
termos e - 55. 

29) Escreva uma P.G. de razao 4 e cuja soma dos 5 primeiros 

, 341 

termos e --yy. 

30) Calcule, em modulo, o produto dos 6 primeiros termos de 
uma P.G. cuja razao e 2 e cujo primeiro termo eyy. 

31) Calcule, em modulo, o produto dos 8 primeiros termos da 

PG ,__J ? L ) 

r 1 1024 ’ 128 ’ 16 ’ 

32) Calcule o lirnite da soma dos termos das P.G.: 

a) (1, 2 * 4 > g » - )• 

b) (-54, -18, -6, -2, ...). 

c) (1 i 1 ...). 

w v 2 * 3 » 9 ’ ••• '• 

d) (10, 5,-|, ...). 

e) (0,5; 0,05; 0,005; ...). 


13) Escreva tres termos da forma x+ 1, 5x - 1 e 13x + 1, sabendo 
que sao termos consecutivos de uma P.G. 

14) Escreva uma P.G., sabendo que os seus tres primeiros termos 
sao da forma (x - 2) 2 , 3 - x e 1. 

15) Escreva uma P.G., sabendo que os seus tres primeiros termos 
sao da forma x - 4, x - 1 e 3x + 1. 


16) Calcule os tres primeiros termos de uma P.G. de razao 4, 
sabendo que o produto desses termos e 27. 

(Sugestao: chame os termos de-y, x e 4x.) , 

17) Escreva uma P.G. onde o 29 termo e 8 e a soma dos seus 
tres primeiros termos e -12. 

18) Escreva uma P.G. onde o 19 termo e 15 e a soma dos tres 
primeiros termos e 315. 


19) Calcule tres nunveros em P.G. cujo produto e 125 e cuja 
, 35 


soma e -y . 

(Sugestao: chame os termos de— , 


x e x • q.) 


20) Escreva uma P.G. onde a soma dos tres primeiros termos 
e -14 e o produto desses termos e 216. 


21) Calcule a soma dos 8 primeiros termos da P.G. (1, 2, 4, ...). 

22) Calcule a soma dos 10 primeiros termos da P.G. (-1, 2, -4, 

8 , ...). 


23) Calcule a soma dos 6 primeiros termos da P.G. (54, -18, 

6 , ...). 

24) Calcule a soma dos 9 primeiros termos da P.G. (“4"» » 

.± , 8 

25) Calcule a soma dos 7 primeiros termos da P.G. (y, -y , 

f.., 

26) Calcule a soma dos 8 primeiros termos da P.G. (-1,-y, — j, 

i- ). 

8 * J 


f) (0,13; 0,0013; 0,000013; ... ). 

g) (0,04; 0,0004; 0,000004; ... ). 

h) (0,3; 0,03; 0,003; ... ). 

, 2 

33) Escreva uma P.G. cuja razao eye o lirnite da soma dos seus • 
termos e 54. 

7 

34) Escreva uma P.G. onde o l9 termo e-yy e o lirnite da soma 
dos seus termos e -y. 

35) Escreva uma P.G. onde o 39 termo e igual a 5 e o lirnite 
da soma dos seus termos e o dobro do 19 termo. 


RESPOSTAS 

1) a) q = 2 

b) q = -i 

c) q = 2 

d) q = 3 

e) a 6 = 3 
0 an = 1 

g) a 23 =-pr 

M _ 8 

h ) as - - 243 

i) a 6 = 972 . 

j) a? = T458~ 


33 


2) a, = 2, (2, 4, 8, 16, ...) 

3) (-81, 27, -9, 3, ...) 

4) (-81, -27, -9, ...) 

5) n = 5, 5? termo 


6) q = 2 

7) q4 

2 2 2 2 

8) q = 3 e ai = -►( 27 ’T’T* *** ); ou = “ 3 e 

_2_ . r __2_ 2 _ _2_ 

1 " 27 1 ’27 *"9 *“3 


9) aio = 


32 


10) (-64, 32,-16, 8, ...) 

11) X = — ou X = --^=- 


27 


27 


12) para 

1 

X= l~ 

, 3 9 27 

temos-— , T ,- — 

e 



para 

x = 10 

temos 48, 12, 3 

13) para 

x = 0 

temos 1,-1, 1 

para 

x = 2 

temos 3, 9, 27 

14) para 

5 

X= T 

temos (y,-^ , 1, ...) 

15) para 

1 

X = ‘T 

9 3 1 

temos 

para 

x = 5 

temos (1, 4, 16, ... ) 

16) x = 3; 

; (f> 3, 

12, ...) 

17) para 

q = -2 

temos (-4, 8, -16, ... ) 

para 

i 

q = -y 

temos (-16, 8, -4, ... ) 

18) para 

X) 

ii 

i 

t/i 

temos (15, -75, 375, ... ) 

para 

q = 4 

temos (15, 60, 240, ... ) 

19) para 

q = 2 

temos (y , 5, 10, ... ) 

para 

1 

q=y 

temos (10, 5,y, ... ) 

20) para 

q = -3 

temos (-2, 6, -18, ... ) 

para 

1 

q = -y 

temos (-18, 6, -2, ...) 

21) q = 2, 

a 8 = 128 

, S 8 = 255 


22) q = - 2, a 10 = 512, S 10 = 341 

_ 1 2 . 364 

23) q ” 2 ,a 6 ~“(j»S 6 ~ ^ 

24) q = 2, a 9 = -32, S 9 = -y^- 

3 243 . 463 

25) q-- 2 ,a 7 - 64 . S 7 -yjj 

... „ _ 1 1 c 8 5 

26) q - - 2 , a 8 - 12 g . S 8 - 128 


27) (27,9, 3, 1,...) 

28) (-80,40,-20,...) 

( -32’ _ T> “T * •"* 

30) iP.I-jfj- 

31) q = 2 3 ,a 8 = -2 u , |P 8 | = 2 4 


32) a) S = 2 
b) S =-81 

0 S=y 

d) S = 20 

e) S=j 


0 s-g 
sls -w 

h) S=i 


33) (18, 12, 8, y-, ...) 
7 7 7 

( To • Too ’ Tooo’ 

35) (20, 10, 5, ...) 




SEQUENCIA B 


1) Escreva uma P.G. onde a soma do 3? com o 4? termo e 
4 e o 3? termo e igual a 9 vezes o 5? termo. 

^ = ~3 ' = 54 e (-54-, -18, 6, ...J. q = -j- , 

-^7e ...J 

2) Escreva uma P.G. onde a soma dos 3 primeiros termos e 
igual a 28 e somando-se 2 unidades ao 2? termo estes 
constituem os tres primeiros de uma P.A. 

* = T 7 z 8 , 4 , ...Jwo 2 * 2 , e 

C4-j 6, 16? * • * ) 

3) Escreva uma P.G. onde a soma dos tres primeiros termos e 
igual a -28 e a diferenca entre o 3? e o 1? termo e 12. 

a - , £Q-, zM.,, ) 

* 5 7& ( 3 7 3 7 5 7 V 

ouq=^L. - 8? ,,,j 

4) Determine os valores de m para os quais existem tres 
numeros reais em P.G., de modo que o 2? seja igual a 1 
e a soma deles seja igual a m. 

77V 4 - 4 77Z > 3 


5) Calcule a geratriz das seguintes dizimas periodicas: 

a) 0,555... = 0,5 +0,05 + 0, 005 + ... = 5 

b) 0,1313... -0,13 + 0,00/3 + .. . = 

c) 2,777... = 2 -/■ 0,7 + O, 07 -7- ... = 2 

y 
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d) 3,018018... = 3 + 0,0 f 6 -1-0,000078 +...*■ 5 

e) 0,3555... =o,3 + 0,05 / 0,003 + ...=■ 

f) 0,37222... = 0^37^0, 002*0,0002*... = 

g) 0,54242... =0,3+0,042 / 0,00042 -f . . . = 

h) 2,15333... = 2,15 + 0,003* 0,0003 + ... = 

6) Mostre que o limite da soma dos termos da P.G. 


, 2x - 1 2x - 1 . , 4x 

(2x - 1, , —rrrr > - ) e 


4x 2 * 16x 4 


2x + 1 ‘ 


7) Determine uma P.G. onde o limite da soma dos seus termos 

, 4 

e 2 e o limite da soma dos quadrados de seus termos e~. 

Sugestao: observe que (aj, af> af, ...) e uma P.G. de razao 
q 2 , onde q e a razao da P.G. (aj, a 2 , a 3 , ... ). 


7 s 



a ^ 

i - 


<3 


e 


( 


2_ 4_ 8_ ) 

3 7 g 7 27 7 '"J 


8) £ dada uma seqiiencia infinita de quadrados onde cada um 
a partir do segundo tern por vertices os pontos medios dos 
lados do anterior. Calcule a soma das areas desses quadrados, 
sabendo que o primeiro quadrado tern 10 m de lado. 

/l Aeytierzcca, z ( too, $0, 25, . . .) 

2, 6= 200 77i z . 


9) £ dada uma seqiiencia infinita de triangulos onde cada um 
a partir do segundo tern por vertices os pontos medios dos 
lados do anterior. Calcule o limite da soma das areas em 
fungao do lado a do primeiro triangulo. 


/lAeoutma. e . 2L- )!Z , 


16 ’ 64 


•) 


10) £ dada uma seqiiencia infinita de ci'rculos onde cada um a 
partir do segundo esta inscrito no quadrado inscrito no 
cfrculo anterior. Calcule o limite da soma das areas dos 
cfrculos em fun^ao do raio r do primeiro cfrculo. 


a Ae<jii£nria, & 7 /-••) 

x e = z vo?. 


id Resolva as equates: 

3 9 


3) x+T+f + - = 6 X = 4 


b) x’ + 4 + 4 + ...=! x= w 


c) (x + 3) 2 + ixjLllI + ... = 8 x= -5 occ x= — f 


d) x +-^- + ~ + ... = x + 3x + 5x + ... + 21x - 718 ^ = 6 
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a) adquira a nogao do conceito de matriz. 

b) saiba recon hecer a posigao de um elemento qualquer de uma 
matriz . 

c) conhega as propriedades e as operagoes com matrizes. 


MATRIZ 

26. Definite: 

Sejam os conjuntos I = { 1, 2, 3, . . . , n} C ]N*, J = { 1, 2, 3, . . . , m} C IN* e o produto cartesiano 
I X J = {(1, 1), (1,2),..., (1, m), (2, 1), . . . , (2, m), . . . , (n, 1), . . . , (n, m)} , ou seja: 

I X J = {(i, j) I i E I e j G J) 

Consideremos, agora, a fun$ao f : I X J 1R , 

r C> j) • — ► y = a ij 

isto 6 , f 6 uma fun^o tal que: 

ao par (1, 1) faz corresponder a n 
ao par (1, 2) faz corresponder a 12 


ao par (1, m) faz corresponder a im 
ao par (2, 1) faz corresponder a 2 i 

ao par (2, m) faz corresponder a 2 m 

ao par (n, 1) faz corresponder a ni 

ao par (n, m) faz corresponder a^ 

Chama-se matriz de ordem n por m o conjunto da$ imagens 

» ^12 > • • • 9 a im> a 2i) a 22 > • • • » a 2 m> • • • > a ni > a n2» • • • > a nm> 
dispostas em uma tabela retangular de n linhas e m colunas do seguinte modo: 


36 


onde ay 6 o elemento da i-esima linha e da j-esima coluna. 



^11 

a 12 

a 13 

’ • a im 

a 2 i 

a 22 

^23 


a 31 

&32 

a 33 

• • a 3m 

a ni 

a n2 

a n3 

a nm 



27. Aplica^ao: 

19) Sendo I = {1, 2, 3}, J = {1, 2, 3, 4} e a fun?ao f: I X J -► 1R 

0> j) i — * y = a ij 

assinale as afirma 96 es corretas: 

a. (X) 0 conjunto {a n , a 12 , ai 3 , a 14 , a 21 , a 22 , a 23 , a 24 , a 31 , a 32 , a 33 , a M } e o conjunto imagem da 

fun^ao f. 

b. ( ) A matriz definida por f tem 3 linhas e 3 colunas. 

c. (X) A matriz definida por f tem 3 linhas e 4 colunas. 

d. ( ) A matriz definida por f 6 de ordem 3 por 3. 

e. (X) A matriz definida por f e de ordem 3 por 4. 


/ a n 

a 12 

a 13 

a 14 \ 

f. (X) A tabela a 21 

a 2 2 

a 23 

a 24 6 a matriz definida por f. 

V a 31 

a 32 

a 33 

a 34 / 


g. (X) 0 elemento a 23 esta na intersec^o da 2 a linha com a 3 a coluna. 

h. ( ) 0 elemento a 23 esta na intersec 9 ao da 2 a linha com a 4 a coluna. 

i. ( ) O elemento a 24 esta na intersec 9 ao da 2 a linha com a 2 a coluna. 

j. (X) O elemento a 24 esta na intersec 9 ao da 2 a linha com a 4 a coluna. 

l . (X) Os elementos da 2 a linha sao a 21 , a a 23 e a 24 . 

m. (X) Todos os elementos da 2 a linha sao da forma a^j com j E {1, 2, 3, 4}. 

n. ( ) Todos os elementos da 3 a linha sao da forma a t j com j E J. 

o. (X) Todos os elementos da 3 a linha sao da forma a 3 j com j € J. 

p. ( ) Todos os elementos da 3 a linha sao da forma a 3 j com j € I. 

q. (X) Os elementos da 3 a coluna sao a 13 , a 23 e a 33 . 

r. (X) Todos os elementos da 3 a coluna sao da forma a^ com i E I. 

s. ( ) Todos os elementos da 3 a coluna sao da forma aj 2 com i E I. 

t. ( ) Todos os elementos da 3 a coluna sao da forma aj 3 com i E J. 

u. (X) Todos os elementos da l a coluna sao da forma ajj com i E I. 


29) Considere a matriz M = 



e assinale as afirma95es corretas: 


a. (X) A matriz M tem 3 linhas e 4 colunas. 

b. ( ) A matriz M tem 2 linhas e 4 colunas. 

c. (X) A matriz M e de ordem 3 por 4. 

d. (X) M foi definida pela fun 9 ao f: I X J 1R onde I = { 1, 2, 3} e J = { 1, 2, 3, 4}. 

-v 0, j) ► a ij 

e. (X) Os elementos da l a linha sao 1, 3, 5 e 2. 
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f. ( 

g. ( 
h 
i. 

j- 
L 


) 
) 

(X) 
(X) 
(X) 
( ) 
m-(X) 

n. (X) 

o. ( ) 
P( ) 


Os elementos da 2 a linha sao -2, -1, 3 e 4. 

Os elementos da 2 a coluna sao 1, 4 e -2. 

Os elementos da 2? coluna sao 3, 2 e -1. 

Os elementos da 4? coluna sao 2, 7 e 4. 

O elemento a 23 de M e zero. 

0 elemento a 33 de M e zero. 

0 elemento a 33 de M e 3. 

0 elemento a 12 de M e 3. 

O elemento a^ de M e -2. 

O elemento a w de M e 4. 


/- 


39) Considere a matriz M = 


1 

5 

0 

. 2 . 



e complete: 


/ 

.. 2 . 


a) A matriz M tern %% & m linhas e „3 colunas. 

b) A matriz M e de ordem %% 4 por t 3 

c) A matriz M foi definida por f : I X J -► ]R 

(i, j) i— ► ay 

d) Os elementos da 1? linha sao: — / ? 2 & 

e) Os elementos da 3? linha sao: 

f) Os elementos da 2a coluna s2o: 

g) Os elementos da 3a coluna sao: ? - 2 7 3 £ - 6 

b) a 2 i = a 41 = a 33 = ,3 a 12 = 2 

a 22 = a 13 = 


onde I = {.^2 z 3 a 4 } e J = {{ X 2 X 3 } 


a 23 


= -2 


a 43 


= - 6 


49) Considere I = {1, 2, 3}, J = {1, 2, 3} ea fun 9 §o f : I X J IR , onde ay = 3i - j e 

(i, j) h- ► ay 

complete: 

a) A matriz definida por f tern 3 t linhas e colunas. 

b) A matriz definida por f e de ordem 3 % por iM 5 tH . 

c) Os elementos da matriz definida por f sao da forma ay = 3i - j e portanto: 


a u = 3 • 1 - 1 = 2 , 

a i2 — 3 • 7 - 2 = ^ 

e aj 3 — 3 • 

1 - 3 

= 

a 2 j = 3*2- ^ —3 , 

a 22 = 3.2 -2- 4 

e a 23 = 3 • 

2 - 3 - 

3 

.,..3.3-/. e , 

a „ = 3.3-2 = 7 

e a 33 = 3. 

3-3 = 

6 


d) A matriz definida por f e: 


ALGUMAS MATRIZES PARTICULARES 


1 2. 1 O \ 

5 4 3 

8 7 6 


28. Matriz quadrada de ordem n e a matriz onde o numero de linhas e igual ao numero de colunas, ou seja, 6 
uma matriz de ordem n por n. 
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Exemplo: 


f 2 s \ 

0 3-2 

V i °J 


e uma matriz quadrada de ordem 3. 


29. Matriz identidade de ordem n e a matriz onde ay = 1 se i = j e ay = 0 se i =£ j. 

1 0 o' 

Exemplo: [010] e uma matriz identidade de ordem 3 e indica-se por I 3 . 

0 0 1 


30. Matriz transposta de uma matriz de ordem n por m. 




Seja a matriz A = 


a ll 

a l2 


a im 

a 21 

a 22 



a ni 

a n 2 


a nm 


de ordem n por m. 


Chama-se matriz transposta de A a matriz 


A* = 


'll 

bn 

•• b in \ 


'21 

b 2 2 

• • b 2 n 

1 

'mi 

bm2 

b mn J 

1 

= a 21 » 

. . . b in 

= a ni (1? linha de A 1 e igual a 1? coluna de A) 

cd 

II 

• • • b 2 n 

= a n2 (2? linha de A* e igual & 2? coluna de A) 


b mi = a im , b m2 = a 2m , . . . b mn = (m-6sima linha de A 1 e igual a n-esima coluna de A) 

ou seja, as linhas da matriz A 1 coincidem ordenadamente com as colunas da matriz A. 
Exemplo: 

'5-3 0 

.4 1 2 


Sendo A 


de ordem 2 por 3, a sua transposta sera 


A* = 


[S 4 \ 
-3 1 

\o l) 


de ordem 3 por 2. 
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IGUALDADE DE MATRIZES 


31. Defin^ao: 

Sejam as matrizes M e M’ de mesma ordem n por m. 


M = 




a ll 

a 12 

a im \ 


/ b„ 

bi 2 

• • b , m 

a 21 

a 22 

• • 

li 

s 

b 2 i 

b 2 2 

• • b 2m 

a ni 

a n 2 

a nm J 


\ bni 

bn2 • 

bnpi 


Dizemos que a matriz M e igual ^ matriz M’ se e somente se: 

a n = bn, a i 2 = t) 12 > • • • aim = bi m 
a 2 i = b 2 , , a 22 = b 22 , . . . a 2m = b 2m 


a ni b n , , a n2 - b n2 , . . . a^ - b^, 
isto e, ay = by, Vi e {1, 2, ... n} eVj € {1, 2, ... m}. 
32. Aplicafao: 

19) Considere as matrizes M = 


-1 a 2' 

3 1 5 


e M’ = 


(-1 1 2 

3 1 h 


M = M’ 


= 7 

5 


e complete: 


3 2\ 

29) Sendo M = | 2x - 3 5 

1 4/ 

Para isso complete: M = M’ 


3 2 

e M’ = j 9 5 j , calcule o valor de x, sabendo que M = M\ 

1 4 


2x -3 


= 9 


= 6 


39) Sendo M = 


' 2x-3y -3 


e M’ = 


1 


13 


-10 -3 

1 x + 3y , 


, calcule os valores de x e de y, 


sabendo que M = M\ 
Para isso complete: 


M = M’ 


f 2x - 3y = 

L = 


10 


13 


e resolvendo o sistema vem: 



*0 




MATRIZ SOMA 


33. Definite) : 

Sejam as matrizes A e B de mesma ordem n por m onde 


A = 




a ll 

a 12 

a lm \ 

[ b„ 

1 

bn 

a 21 

a 22 

•• a 2m \ 

b 2 i 

b 2 2 



e B = 



a m 

a n2 

• • a nm ) 

\v 

^n2 


Chama-se matriz soma das matrizes A e B k matriz 



c n 

C 12 


Cim\ 





C 2 1 

c 22 

• • • 

1 

c 2m 









onde 



c ni 

c n2 


c nm J 





c n = 

a n 

+ b ll» 

c 12 - a n + b 12 , . . . 

c im - a im 

+ 

b im 

C 21 = 

a 21 

+ ^21 , 

C 22 = a 22 + b 22 > • • • 

c 2m = a 2m 

+ 

t>2m 

c ni = 

a ni 

+ t>ni , 

c n 2 = a n 2 + ^n 2 > • • • 

c nm = a nm 

+ 

^nm 

= a ij 

+ bi 

j, Vi e 

i 0, 2, . 

.. n} e¥j 

e { 1 , 2 , . . 

. m}. 

matriz soma por 

C = A 

*■ B. 







/ 2 + 0 1 + (-3) N 

4+1 -5 + 2 

\-l + (-6) 0 + (-3) / 


34. Aplica^ao: 

19) /- 12 


IS 


; 


-Jl. 

3 


22 


29) 

4 -5 ^ 

i 

f 1 - 2 3 \ 

1 


i 2 

* 

0 ~5 -1 

= 


J ~ 1 ~l 

1 

3 5 ) 

\ 


39) Determine o valor de x, sabendo que 

*’- 6 a ♦ ( x - l ) 

-5 4/ V 3 J 


0 2 
i-3 7 , 


3 

J 

..Z. 

0 


Para isso complete: 

x 2 - 6 + amm X uw = > e » resolvendo esta equa 9 ao em x, vem: 

x 2 + x - 6 = O 

A = 25 & V2T = 5 


X= 


-ft 5 


2 

0 valor de x e - 3 ou 2 


- J 
2 


49) Determine os valores de x e y, sabendo que 




Para isso complete e resolva o sistema obtido: 


r 2 x + i = 

4 


f~2x y-y = / 

f 

3x + (- 12) = 

.21 

=> 

L 3* - 2y= /2 



4x + 2y = 2 
3x - 2y = /2 


2/ yy= / =*2.2 ^ / =>y = - *3 

0 valor de x e e o valor de y e . -*2.. • 


7 x = 14 
X = 2 


MATRIZ DIFERENQA 

35. Def!ni 9 §o: 

Sejam as matrizes A e B de mesma ordem n por m onde 


A = 




a ll 

a 12 

• • a im 

a 2 i 

a 22 

a 2m 

a ni 

a n2 

• • a nm 


\ 

/ 


e B = 


l b n bi2 


■>2\ °22 


\frni 


u n2 


Chama-se matriz diferen 9 a entre as matrizes A e B a matriz 

(~ 


c = 




c n 

c 12 


c im 

C 21 

c 22 


c 2m 

c m 

c n2 


c nm 


onde 
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C 11 

- a n 

- b ii , 

Cn 

- a 12 

- b 12 . . 

• c im 

- a im 

“ b im 

C 21 

= a 2 i 

- b 2 i , 

c 22 

= a 22 

1 

cr 

• c 2m 

= a 2m 

“ b 2m 

c ni 

= a m 

” b ni , 

c n 2 

= a n 2 

" b n2 . . 

• c nm 

= a nm 

” bnm 


ou seja, Cij = ay - by, Yi G {1, 2, . . . n) e Y j G {1, 2, . . . m}. 
Indica-se a matriz diferen 9 a por C = A - B. 

Exemplo: 


f 2 

4 



n 




36. Apllca 9 ao: 



29) Determine a matriz X, sabendo que X - A = B e que 



Para isso complete: 




a n = 
a 12 = 
a 21 = 
a 22 = 


11 - 2 . 

--■■■■■j-- 

-•j-jrjf 


Entao a matriz X = 




PRODUTO DE UM NUMERO REAL POR UMA MATRIZ 


37. Defini 9 ao: 


Seja a matriz A = 



a im 

a 2m 


\ 


e um numero real k. 


a nm 


/ 
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O produto de k por A e uma matriz B = 


onde 


b„ 

bj 2 

b lm \ 

t>21 

b 2 2 

b 2m \ 

bni 

bn2 

bnm J 


b 1 1 - ka 1 1 , b 12 - ka 12 . 

• • bi m - ka lm 

b 2 i = ka 2 i, b 22 = ka 22 . 

• • b 2 m = ka 2m 

bni = ka ni > b n2 = ka n2 . 

• • bnm = kanm 


ou seja, by = kay.Yi e {1, 2, ... n} e Yj G {1, 2, ... m}. 
Indica-se esse produto por B = k • A. 

/-3 2’ 

Exemplo: Seja k = 5eA= 4 5 

\2 -1 


EntSo: 5 • A = 5 


A 3 

4 

\ 2 



10 

r 

20 

25 

V 10 

-5 


38. Aplica 9 §o: 

19) Sendo A 



Para isso complete: 


a n 

a 12 

a 21 

a 22 

a 31 

a 32 


+ 2 • 


e B 




1 

2 

.. 2 . 

5 


, determine a matriz X, sabendo que X + 2A = B. 



2 \ 
o 


1 


a ll 

+ 2 

• 1 = " 

3 


<=> 

a n = -.3. 

-5 

a 12 

+ 2 

/ 

‘ .2 

•(- 3 . 2 . 

— 

2 

<=> 

a i2 = ...2-,/.= .. 

1 

a 21 

+ 2 

_ 

5 


a i, = S-t 6 - 

// 

a 22 

+ 2 

. 2 

_ 

- 8 

. . 

a M = “8 ~4 = - 

72 

a 31 

+ 2 

. 4 

_ 

7 


a 3i = 

/ 

a 32 

+ 2 

. 5 

= 

0 

<=> 

a 32 = 



'-6 / 

Entao a matriz X = [ ^ 

rf - tO 
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29) Calcule os valores de x e y, sabendo que 


2x -2 -j- ' 

k -5 4x 3 


-9y 6 2 

1 15y 21. 


-2 0 

14 7 

~T 7 




Para isso complete e resolva o sistema obtido: 

2x + -J • Cz.9.yJ.= .Z.2... - 2x -..3.y.=.-.2 

4x + * I5y = ...Z... =*• 4x ±5j.=.7.. 

~4x v- 6y = 4 
4x_y^6yj_ 7 

//y - // = 


y = / 2x - 3.1 = - 2 


O valor de x e e o valor de y e . 


X - 


Exercicios a resolver: itens 6 a 10, pag. 51. 


PRODUTO DE UMA MATRIZ POR OUTRA 


39. Defin^ao: 

Consideremos duas matrizes A e B, onde o numero de colunas de A e igual ao numero de linhas de B, isto e, 


( 


A = 


B = 


C = 




a ll 

a 12 

• a lp\ 

a 2 i 

a 22 

a 2p 

a m 

a n2 

a np J 

b u 

b 12 

• • b im 

b 2 i 

b 22 

• • ^2m 

bp! 

b p2 

bpm 

natriz 

produto de A por 

c n 

c 12 

c im 

°21 

C 2 2 

c 2m 

Cm 

c n2 

c nm 


de ordem n por p e 


de ordem p por m 


onde: 
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c n - a u • bn + a 12 • b 21 + 

.. . + a, p • b pi 

(Soma dos produtos dos elementos da l a linha 
correspondentes elementos da l a coluna de B) 

de A pelos 

C 12 = a n • b 12 + a i2 • b 22 + 

• • • + a lp • b p2 

(l a linha de A com a 2 a coluna de B) 


c im = a n • b i m + ai 2 • b 2m 

+ . . . + a lp • b pm 

(l a linha de A com a m-esima coluna de B) 


c 2 i = a 2 i • bn + a 22 • b 21 + 

. . . + a 2p • bpj 

(2 a linha de A com a l a coluna de B) 


&22 = a 2 i • bi 2 + a 22 • b 22 + 

. . . + a 2p • b p2 

(2 a linha de A com a 2 a coluna de B) 


c 2m = a 2 i • bj m + a 22 • b 2m 

+ . . . + a 2p • b pm 

(2 a linha de A com a m-esima coluna de B) 


c m = a m * bn + a n2 • b 2 i + 

. . . + a np • b pi 

(n-esima linha de A com a l a coluna de B) 


°r \2 = a ni • bi 2 + a n2 • b 22 + 

. . . + a np • b p2 

(n-esima linha de A com a 2 a coluna de B) 


c nm = a ni * bi m + a n2 • b2 m 

+ . . . + a np • b pm 

(n-esima linha de A com a m-esima coluna de B) 


isto e, Cjj — ajj • bjj ^ aj 2 • 

b2j + a i3 • b 3 j + . 

■ ■ + 3ip • bpj, v i G {1, 2, . . . n} evj G {1, 2, . 

. . m}. 


Assim, cy e a soma dos produtos dos elementos da i-esima linha de A pelos correspondentes elementos da 
j-esima coluna de B. 


Exemplo: 


Sejam as matrizes A 




e B = 


2 

3 

1 

0 


\ 


h i o 

\ 5 0 3 / 


onde: 


a matriz A e de ordem 2 por 4; 
a matriz B e de ordem 4 por 3; 
a matriz produto de A por B e de ordem 2 por 3. 


Entao: 


C = A • B = 



onde: 


c n =2-0+l*l + 5*4 + 4*5 
C 12 = 2- 2 + 1 • 3 + 5 • 1 + 4*0 
Ci3=2*l + l«2 + 5«6 + 4*3 
on = 0- 0 + 3- 1+2 - 4 + 6- 5 


Portanto, 


C = A • B = 


41 

(1? 

linha 

12 

(la 

linha 

46 

(1? 

linha 

41 

(2? 

linha 

11 

(2? 

linha 

36 

(2? 

linha 

41 

12 

46 

41 

11 

36 
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40. Aplica^ao: 


19) Sendo A = 




-1 

\5 



, complete: 


a) A matriz A e de ordem .... 2 ... P or ... 3 ..... • 

b) A matriz B e de ordem _ # 3„. por # ^ 

c) O numero de colunas de e igual ao numero de de B e portanto podemos 

calcular a matriz produto de A por B. 

d) A matriz A«B e de ordem ...<2.... por , isto e, tern linhas e colunas. 

e) Entao, 


C = A • B = 



onde: 


c,i = ±J,J- 

( de A com a de B) 


c,2 = 

( de A com a de B) 

C2I = £J.±A(7J1-.Z,5... r..a.zJz{0=-j£ 

( de A com a de B) 

C 22 = 3.:2AJ. ; 0..-.Z-A. 

( 2A...&3... de A com a j de B) 


0 C = A • B = 



29) Sendo A = 



e B = 



, complete: 


a) A matriz A e de ordem por . 

b) A matriz B e de ordem por . 

c) 0 numero de de A e igual ao numero de 

calcular a matriz produto de A por B. 

d) A matriz A • B e de ordem por S m9m , isto 6, tern 

e) Entao, 


C = A • B = 



onde: 




de B e portanto podemos 


3 linhas e 


/ coluna. 


C U = 5.1 + 0.[r 2 J.~3 

C2, = 71231 . 3373273 . 

c 31 = 


( ^..7.(^3.. de A com a de B) 

( 2.?.A3z... de A com a A-IATiAA'.... de B) 

( 27. .7372... de A com a (A. . 2(7 A. 222.. de B) 
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0 c = A • B 


f..3.\ 

a. 

w 


39) Calcule a matriz produto de A por B quando: 

M eB=(° 3 " 

l 0 4 / V 1 2-1 


a) A = 


<&ndd /z 77ia£ifyA de otdep 2 pot 2 e B de ozdeot 2 
^poi 3 f /z 7?za2up A < B oeui de ozdem 2 pot 3. 


A . B = 


b) a = 



e B = 


3 3 2 ] 

4 e a) 

l - 3 2 -2 

1 3-1 


^2tzdd /z 77xzid^ a de /ztdem 3 pot 2 £ B de /xdem 
2 poz 3, a Txaddp A . 6 Aetd dezxdesn 3 pot 3. 


A.B 


c) A = 


-1 5 3 

il 2-4 



d) A 


$27idO' /z A de otdezv 2 pot 3 * 3 de zndeot 

3 pot Y f /z y?zadc^ A . B Aetd de otdem 2 pool /. • 

a -‘ -(.t 

(4 1 -2) 


e B = 



0£/9t Zdzz 7n<x3t6p A de endem / pot 3 z ,a 

B de otdeP7i 3 pot 2 7 /z maAcz A . B Aedz de 
znde7?2/ / pot 2. ^ 

A.B = 


l 7 -«) 


Exercicios a resolver: item 11, pags. 51 e 52. 
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a 3 \ / 4 \ 10 

49) Calcule os valores de a e b na igualdade • = 

\ 2 b J \ 2 / V-2/ 

Para isso efetue o produto indicado nessa igualdade. 

Assim : 

f ..£$.±.6... \ / io\ 

( g./- 2 b ) = l J e ^ a ^ a< * e matr ^ zes voc ® tem 

J" 4a + 6 = <=> a = m ,/ mm 

8 + 2b = . - J;.. <=> b = 

59) Calcule o valor de x na igualdade 

/ -> '\ 

(2-1 3) • x + 3 0 = (l2 8^ 

\2x - 1 2 / 

Para isso complete: 

(^2 - 1 • ( x.±3 ) + 3( 2 x- / ) = (l2 8) 

(j5X. Z.$. = (l2 8^ e pela igualdade voce tem 

5x - 8 = 12 «=* x = 4 . 


69) Calcule o valor de x na igualdade (x 2x lj 



■ ( ,0 5 ) 


Para isso complete: 

f ^ x z / 2 x -5 5 = (10 5) e pela igualdade voce tem 

=10 e resolvendo a equa$ao em x vem: 

x 2 / i?x -5 = /<?^=>x 2 / i'/ - f5 - 0 

A- 4 s 60 = 64 


x = 


f 8 


2 ^-x"- 

Voce obteve x = 5 oux= 3 


-5 

3 


79) Calcule os valores de x e y na igualdade 
Para isso complete: 

(A _ - 
A*-.*.... W 


3 -1 

£*±4L 

± Lz . J ... 


X 


= 3 
= 7 



e resolvendo o sistema vem: 


a 2* = 3 

3_X_-X~ 7 


5 X = 10 


Voce obteve x = ...2.... e y = _ y . 
89) Calcule os valores de x, y e z na igualdade 


x ~ 2 Z 2.2 sy = 3 <^> y = -/ 



x s y - z - -f 

X - y + 22 = 6 

-^= -/6<^=> 


Z - 4 


x; vaPol d,e z y t&z,s 

xXtuZ6 piimeiteZA X<^0UlXOC6 W7XI- : 




x i y - 4 = -2 

x - y +8 s 6 



Voce obteve x = , y = e z = 4 


Exercfcios a resolver: item 12, pag. 53. 


99) No 79 exerci'cio voce tinha a equa^ao matricial 


e, efetuando o produto, voce obteve o sistema 


2 1 
3 -1 


x 


f 2x + y = 3 
\3x - y = 7 


3 


Agora, tendo o sistema, voce ira escrever a equa^o matricial correspondente. 

- (:■-)■(;)■(:) 
v — v—> 

matriz dos coeficientes das incognitas 


Assim: f 2x + y = 3 

L 3x - y = 7 
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Escreva, agora, as equates matriciais correspondentes aos sistemas: 

a ■ (si 


a) 


3x + 5y = l 
jx - 2y = -5 


b) 


~-2x + y - 3z 
3x - 2y - z 
x - 5y - 2z 


c) r 2x + 4y + z 
-3x - 6y - 2z 
- 4y - 3z 


-13 

4 

5 

-5 

8 

1 





Exercfcios a resolver: item 13, pag. 53. 


EXERCICIOS 

SEQUfiNCIA A 

1) Calcule os valores de x, y, z e w nas matrizes 

e C = 




de modo que A = B = C. 

2) Calcule o valor de x de modo que 

■ . (.! 

k 5x - 3 / \ 7 

3) Calcule o valor de x nas matrizes M = 

f-llx 3 4 



M’ = 


1 


de modo que M = M\ 


4) Calcule os valores de x e y de modo que 
f 2x - 3y 2 \ / 12 2 

0 13 / 0 5x + y 


5) Calcule os valores de x e y de modo que 

^2x + 2 -4 3x + 5y + 4 ) = (x + 3y -4 y - 2xj. 


6) Sendo A = 


f 2 

3, 1 

, B = ! 

(- 3 

6 


V 4 0 

-5/ 


l. 0 

-12 

3/ 


C = 


5 10 -1 

4-2 3 


, calcule a matriz M dada por: 


a) M = A + B 

b) M = B - C 


c) M = j B 

d) M=-|B + |c 


7) Calcule os valores de x, y e z nas matrizes 



e C = 


2 4 

z -3 


de 


8) Calcule o valor de x nas matrizes 

0 \ / 3 
A = | 3x 2 I , B = x 2 + 1 1 e C 

que A - B = C. 


9) Calcule x e y de modo que 


de modo 



10) Determine uma matriz X de modo que, sendo 

1 



A = 


se tenha X +yA = B. 


11) Calcule os produtos: 

■> (•; ;) ■ ( * 



-12 


2 

0 

1 
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r> ^ 2 j . (< 2) 


/2 3 \ 

g) (-1 2 0 3 ) • 112 

v y 1-10 2 

\-2 1 4/ 



12) Nas equals abaixo, determine o valor de x, y e z: 




e) 


3 0 -1 \ 
2 1 0 

001 / 
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13) Escreva a equaijao matricial correspondente ao sis tern a: 


a) 


{ 


3x + 2y - z = 3 
2x + 3y + z = 1 
-x - 2y + 5z = -4 




2x + 3y - 5z 
3x + 2y + z 


c) 


{ 


x - 3y + 5z = 0 
2x + 2y = 0 
-3x + 5z = 0 


d) 


3x - 2y + 5z = 8 
2x - y + 2z = 5 
3x - 7y + z = 13 
x - 4y + 9z = 6 


RESPOSTAS 

1) x = -4; y = 2; z = 5 e w = -1 

2) x = 2 

3) X = -6 OU X = y 


4) X = 3 e y = -2 

5) x - --2Q. e v - — 

x " 19 e y “19 


6) a) M = 


b) M = 


-15 3 

4 -12 -2 


c) 


:) 

- f: : :) 


d) M = 


1 ~i 


7 -4- 


7) x = ; y = -5 e z = 10 


8) x = ou x = 1 


9) x = -4 e y = 12 ou x = 3 e y 


10) X = 


ID a) 
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12) a) x = 4 

b) x = -2 ou x = 3 

c) x = 2 e y = 3 

d) x = -1; y = -3 e z 

e) x = -1; y = 3 e z = 

f) x = 3 ou x = -3 e 


13) a) 




b) 


c) 


2 

\-3 


d) 





SEQUfiNCIA B 


1) Resolva a equa$ao matricial: 

-2 l\ _ U y 

30/ z wj 


/x ' Acrfuc/zcr x 



2) Calcule os valores de x, y e z de modo que 
' ■ (:: :) 


/ _L 

V 2 

25 

y 

y-27 

l°g 2 32 

X = 



3) Escreva uma matriz quadrada de ordem 3 de modo que 
a ij = i - 3j. 



-*\ 


- 7 

-3 

-6 j 


4) Escreva uma matriz quadrada de ordem 3 onde ay = -i + 2j. 


3 

2 

/ 


5) Escreva uma matriz quadrada de ordem 3 onde ay = 0 para 
i + j = 4 e ay = J2 para i + j ^ 4. 


N2_ \TT 0\ 
V? o VF J 
\U \fzj 


0 


6) Escreva uma matriz de ordem 3 x 4 de modo que ay = -1 
para i < j e ay = 2 para i > j. 


7) Dadas as matrizes A = 



0 
1 

-l 2 i 

calcule a matriz M = (A + B*) • (A 1 - B). 



8) Resolva a equa^ao matricial: 

x.f- 2 1 M . (•’ 3 *) 

\-l 0 -1 ) \ 4 -2 -6 ) 

(Sugestao: observe que X devera ser uma matriz de ordem 2.) 
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9) Resolva 





sistema de equa$6es matriciais: 


= 2A + B 
= 4A - 3B 


onde 



10) Calcule os valores de x, y e z na matriz 


A = 



3 

y 

z + 2 



sabendo que A e uma 


matriz simetrica, isto e, A* = A 



y = 4 je, z = 3 


54 



Determinante 
de uma Matriz Quadrada 


aluno esteja apto a 


Neste capitulo, pretende-se que 


a) calcular o determinante de matrizes quadradas de ordem 2 
e de ordem 3 ( regra de Sarrus). 

b) calcular o determinante de matrizes de ordem maior que 3, 
por abaixamento de ordem, apUcando os teoremas de Laplace 
e Jacobi e a regra prJtica de Chid. 

c) reconhecer e apiicar as propriedades dos determ inantes. 


DETERMINANTE 


41. Definipio: Consideremos o conjunto Q de todas as matrizes M quadradas de ordem n. 

Seja a fumjao f : Q -> 1R , onde determinante de M e urn mimero real que se obtem 

M i-> y = determinante de M 

da seguinte forma: 

1 — Se M e de ordem 1, ou seja, M = (an), entao determinante de M e igual a an ou ainda detM= a,,; 

11 a 12 


2 - Se M e de ordem 2, ou seja, M = 


a 21 a 22 


, entao det M = a n • *22 - a 2 i • a i 2 *> 



/ a u 

a 12 

a 13 

3 — Se M e de ordem 3, ou seja, 

M = a 2 i 

a 22 

a 23 


\ a 31 

a 32 

a 33 

det M = an • a 2 2 • a 33 + a 12 • 

a 23 * a 31 + a 13 * 

a 21 * a 32 ” a 31 


a 32 * a 23 * a ll “ a 33 * a 21 # a 12* 


42. Para o calculo do determinante de M, quando M e de ordem 3, existe uma regra pratica chamada regra de Sarrus 
que consiste em: 

1 — escrever as duas primeiras colunas ao lado da ultima coluna. 

2 — adicionar os produtos obtidos de acordo com o seguinte esquema: 
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/X ' a v >: V ' -- M 

ail J*( >:?;< a 2J 
\tf ^ '*$/■** ''*3i v 


Indicaremos, tambem, determinante da matriz M = 



a H 

a 12 

a 13 

por detM = 

a 21 

a 22 

a 23 


a 31 

a 32 

a 33 


“ a 31 * a 22 * a 13 
” a 32 * a 23 * a ll 
” a 33 * a 21 * a 12 


+ a 13 

" a 21 

* a 32 

+ a 12 

’ a 23 

* a 31 

+ a n 

* a 22 

* a 33 

a n 

a 12 

a 13 

a 21 

a 22 

a 23 

a 31 

a 32 

a 33 


3 se M 6 uma matriz de ordem 4 ou de ordem maior que 4, o determinante de M e calculado por meio do 
abaixamento de ordem da matriz, que se faz empregando algumas propriedades que daremos no decorrer 
do assunto. . 


43. Aplica9§o: 

1?) Assinale as afirma9(5es corretas: 

a. (X) M = (a n ) — > detM = a u 

b. ( ) M = (a„) =* detM = -a„ 

c. ( ) M = (3) i detM = -3 

d. (X) M = (3j — i det M = 3 


e. (X) M = 

f. ( ) M = 

g. (X) M = 

h. (X) M = | 

i. ( ) M = ( 


\ 2 

(; 

■: 


a ll a 12 
a 21 a 22 k 

■ ;)■ 
;)■ 

;)■ 
;)■ 


det M = a n » 

a 22 ” a 21 * a l 


detM = 2 • 3 - 4 • 5 = -14 


detM = 4 • 5 - 2 • 3 = 14 


det M = -2 


det M = 2 
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j. ( ) M = 

l. ( X ) M = 

m. ( ) M = 

n. (X) M = 

o. ( X ) M = 

P- ( ) M = 

q. (X) M = 


2 

-5 

2 

-5 

: 


r 

r 

0 


1 0 
0 1 


3 

4 
3 

0 

0 


3 

3 

3 


det M = 2 • 3 - 5 • 1 = 1 


det M = 2 • 3 - (-5) • 1 =11 


det M = 0 


det M = 1 


det M = 0 


det M = 1 


det M = 0 


2?) Calcule os determinantes das matrizes abaixo: 


a) M = 


b) M = 


c) M = 


1 1 


, entao det M = 


, entao det M = 


± -5 

'i J 


l 4 


= -1 . 6 -3- 2 = -/? 


= ±. i . (sj = 3+5 = 8 

3 


1 2 -1 

6 1 2 , entSo, pela regra de Sarrus, devemos escrever as duas primeiras colunas 

3 4 5 


ao lado da ultima coluna, a fim de se obter os produtos para o calculo do determinante de M. 
Assim: 



-3.1. (-1) 

- .£• X\.t 

- 


+ (-l) -6.4 

+ 2 : 2:3 

+ ±. 


=+3 

= -60 


= -24 

= ...11 

= 5 
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Portanto: 


det M = 


d) M = 


Por Sarrus, vem: 



= 5 + 12 - 24 + 3 - 8 - 60 = -72 



+ - 3 - O • 3 - O 


±A.:...L:.J....:.A. 


Portanto: 


det M = 


-1 

0 

2 


3 

1 

-4 


-2 

1 

3 


= / 4- - O O 7^6 - \3 = 3 



^ • Q...-.A.3..Q. 

y 

'' ^7.3rAL.2lz.tJ2... 


-z 


[K* ; 

^ re -X X o 

X X s 

v' r A z l , A 

' "v' 5 ... 2 ..;. /- 2 )= -jf 2 

JUAj.-h \.t 

-+ 1 . 0.3 = 0 


X ^ 
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Portanto: 


det M = 


1 -2 3 

2 0-1 

1.-2 3 


= 0-2 / 12 -12/2/0^ O 


3?) 


3 - x 1 


Calcule o valor de x, sabendo que 


= 0 . 


2x -4 

Para isso, calcule o determinante e resolva a equa 9 ao obtida: 
-4 • (3 - x) - 2x • 1 = 0 <=► - 12 + 4x - 2 X 

2x 

X 


Voce obteve: 



o 

12 

6 


4?) Calcule o valor de x, sabendo que 


1 x- 1 3 

x 0 -1 =0. 

0 5x 1 

Para isso, calcule o determinante e resolva a equa 9 ao obtida: 


O / O + 15 x* - O i 5 x - x(x- ij 
15 x 2 / 6x - X 2 1 x ~ O 
14x* / 6x = O 
7x*-/- 3 x = O 
X • ( 7x l3)= O 


O 


r 




x - o 

/XX 

y.-i 

X 7 


Voce obteve: x = 


o 


OU X = - 


3 


1 l 

2 3 


= 0. 


5?) Calcule o valor de x, sabendo que 

x 2 4 9 

Para isso, calcule o determinante e resolva a equagao obtida: 

18 + 3/ + 4x - 2/ - 12 - 9x - O 


5x / 6=0 


X = 


5 ± 1 


^3 
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Voce obteve: x = ....... ou x = . 


Exercicios a resolver: itens 1 a 3, pags. 76 e 77. 


ABAIXAMENTO DA ORDEM DE UMA MATRIZ QUADRADA 

44. Complemento algebrico: 

Chama-se de complemento algebrico de um elemento ay de uma matriz quadrada M o numero real igual ao 
produto de (-1) 1+J pelo determinant da matriz My que se obtem suprimindo-se a i-esima linha e a j-esima coluna da 
matriz M. 

Indicaremos o complemento algebrico de ay por Cy. 

Assim, o complemento algebrico de a 2 i na matriz 


M. 

a 12 

a 13 \ 




A 


6 C 21 = (-1) 2+1 • det M 21 , onde M 21 = 

/ a 12 

a 13 \ 


-^22-- 

“ a 23 


\ aei 

a 32 

a 33 / 


\ a 32 

a 33 J 


Portanto, C 2 i = - 1 


ai 2 an 

a 32 a 33 


— (a 12 • a 33 - a 32 • a 13 ) — a 12 • a 33 + a 32 • a 13 


45. Aplica 9 §o: 


Sendo M = 


0 

3 


>\ 


, calcule os complements algebricos que se pedem. Para isso complete: 


5-2 4 / 




Entfo, C 31 = (-1) 1 ""' 


O" 

JL 


-3 


b) c 32 = (- 1 ) 


3j2 


Entfo, C 32 = (-I) - ' 




-/ 

2 




-3 


2 + 2 . 

c) C 22 = (-1) • det M ^ 2 . > onde M 22 = 


Entfo, C 22 = (-I) - 


4 


:.L 

6 


...L 

4 


3 


-5 


= 0 - 3= -3 


det M gg , onde M 32 = 


-L 

2 


/. 

-3 


= .-.6 XArJl-L 


3 


4 


= -4 - 6 = 
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Z+3 

d) C23 = (-1) • det M , onde M ^ = 

(9 


.:1 Sx 

v5 


Entao, C23 = 


('If 


5 -2 


- 1 . (+ 2 - o) = -2 


46. Teorema de Laplace: 

“O determinante de uma matriz M 6 igual a soma dos produtos dos elementos de uma linha ou coluna qualquer 
pelos respectivos complementos algebricos.” 

Vamos, entao, aplicar o Teorema de Laplace para calcular o determinante de uma matriz. 

2 3 4 

Assim, sendo M = ( -3 5 -2 J , calculemos o seu determinante aplicando Laplace para os elemen- 

2-14 


tos da 1? linha: 


\ 


det M = 


+— 2 -3— -4- 

-3 5 -2 

2-14 


Entao, det M = 32. 


— 2 • Cji + 3 • C |2 4 • C13 — 


■'13 


= 2(- 1) 1+1 • det M„ + 3 • (- 1) ,+2 • det M 12 + 4 • (- 1) 1+3 . det M 13 = 


= 2(-l) 2 


5 -2 

-1 4 


+ 3 ‘ (-1) 3 


-3 -2 

2 4 


+ 4(-l) 4 


-3 

2 


5 

-1 


= 2 • (20 - 2) - 3 • (-12 + 4) + 4 • (3 - 10) = 36 + 24 - 28 = 32 


47. Aplica9ao: 

Calcule os determinantes das matrizes abaixo aplicando o Teorema de Laplace: 


a) M = 




2-1 3-2 

4 0-50 

-3 1 2-1 

4-201 


Para maior facilidade aplique Laplace para os elementos da 2? linha, onde aparecem dois elementos iguaisa 
zero. 

Assim, complete: 


det M = 4 • C 2 j + 0 • C 22 - 

5 • 

Cm + 0 

• Cj4 





2 + + 

-1 

3 

-2 

2+3 

2 

-1 

-2 

det M = 4 • (-1) . 

1 

2 

-1 

+ 0 - 5 .(-1) . 


1 


* 

-2 

O 

1 


-4 

-2 

1 


= - 4 . ( - 7 . ) + 5 . ( -29 ) = 
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b) M = 



4 

1 

3 

-4 


Para maior facilidade, voce vai aplicar Laplace para os elementos da 
Assim, complete: 

det m = o . c 41 + 2:.az1. 4 .:?43,.L .°.: c u. = -4- c 4 


-43 


det M = -4 • (-1 -).4.±3. . 


•3 0 

2 ~3 

1 -2 


0 

3 

4 


= 4.C-3J. 




-3 


3 

A. 




c) M = 



2 

0 

1 

2 

0 


0 

1 

-3 

1 

4 


1 

0 

2 

3 

1 


Para maior facilidade, voce vai aplicar Laplace para os elementos da coluna. 


3.C - 

det M = // 

* o.c + o.c + o.c + o.c 

22 3i 41 32 



2 0 

1 0 



det M = 3 • (- 1 )./.+./.. 

4 . 1 

0 2 

-3 2 

/ 3 


\.(2.C + /.C 
// X 



4 0 

4 1 




/ 

-■ 3 2 



4 4,2 


2 

1 3 

,5. (-if 

0 2 3 


(9 

4 / 



4 0 4 




J3L. 


- 6f/+/6-/2(6ji 


+ 3 ( 8 + 12 - 76 ) = 66 + 72 - 78 


Exercfcios a resolver: item 4, pag. 77. 


48. Observa 9 oes: 

I — O Teorema de Laplace nos permite calcular o determinante de uma matriz de ordem n recaindo no calculo 
de determinante de matrizes de ordem menor que n. 
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II — Para maior facilidade de calculo, deve-se aplicar o Teorema de Laplace aos elementos da linha ou coluna 
que tem o maior numero de zeros. 

Ill — Daremos a seguir o Teorema de Jacobi que nos permitira obter zeros numa linha ou coluna. 

49. Teorema de Jacobi: 

“Somando-se aos elementos de uma linha (ou coluna) de uma matriz M uma combina 9 ao linear dos elementos 
respectivos de outras linhas (ou colunas) obteremos uma matriz M’ tal que det M = det MV’ 

Exemplo: Vamos calcular o determinante da matriz M, onde 
4 5 3 

aplicando antes o Teorema de Jacobi de modo a obter, por exemplo, zeros na 


M = 


-1 

4 


1? linha. 

Para isso: 

1 — Vamos somar aos elementos da 1? linha os respectivos elementos da 3? linha multiplicados por -2r 



4 5 3 


4-2-2 5-2-4 3-2-3 


0 -3 -3 

det M = 

3-14 

= 

3-14 

= 

3-14 


2 4 3 


2 4 3 


2 4 3 


2 — Vamos somar aos elementos da 2? coluna os respectivos elementos da 3? coluna multiplicados por -1: 



0 

-3 

-3 


0 

-3 - 1 - (-3) 

-3 


0 

0 

-3 

det M = 

3 

-1 

4 

= 

3 

-1-1-4 

4 

= 

3 

-5 

4 


2 

4 

3 


2 

4-1-3 

3 


2 

1 

3 


por Laplace vem: 
det M = -3 • C 13 = -3 • (-1) 


1+3 


-5 

1 


= -3(3+10) = -39 


Obsem^ao: poderfamos ter obtido zeros numa outra linha ou coluna qualquer, fazendo outras 
combina 9 oes lineares convenientes. 


50. Aplica 9 ao: 

1?) Seja a matriz M = 


/> 


2 

-1 


-3 


1 ) . Calcule det M, aplicando antes o Teorema de Jacobi para 

\ 3 1-4 

obter zeros na 1? coluna, facilitando assim a aplica$ao do Teorema de Laplace. 

Para isso, some aos elementos da 2? linha os elementos da 1? linha multiplicados por 2: 



i 

2 

-3 


1 

2 -3 

det M = . 

-2 

-1 

1 

= 

-2 + 

. -1 + .2.. ' .2.. 1 + .2. * ( r.3) 


3 

1 

-4 


3 

1 -4 


1 

3 


2 

, 3 . 

1 


-3 

-4 
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Agora some aos elementos da 3? linha os elementos da 1? linha multiplicados por -3: 


det M = 


1 

2 -3 


1 2 -3 

0 

3 -5 

= 

0 3-5 

3 

1 -4 


3 - .3.. • JL 1 - .3.. • .2. -4 - ..3.. • (- 3 . ) 

J... 

A 


0 

A A 


0 

A. A. 



Aplique, entao, o Teorema de Laplace, calculando det M: 

/// 


detM - 7(-i) 


3 -3 

:& 45.. 


= -70 


2?) Seja a matriz M = 


-3 

2 

8 


- 2 \ 

-4 

6 / 


. Calcule det M, aplicando antes o Teorema de Jacobi para 


obter zeros na 3? linha. 

Para isso, some aos elementos da 3? linha os elementos da 1? linha multiplicados por 1: 


detM = 


5 

-3 

-5 

-3„ 

0 


-3 -2 

2 -4 

8 6 

-3. 

A 

.4. L 


5 

-3 

-5+ / • 


-3 -2 

2 -4 

8 + . • {- 3 . ) 6 + • (-2 ) 


Agora some aos elementos da 2? coluna os elementos da 3? coluna multiplicados por - : 


det M = 

5 -3 -2 

-3 2 -4 

V 

A -3-^- .(:2) -2 

-3 2-4 . (-^ ) 

„ A... 

= 

:iL 

-3 7 -4 


0 5 4 


0 5-4- * l 

.X... 


0 0 4- 


Aplique, entao, o Teorema de Laplace e calcule det M: 

■ -3 


rteiM* 4.C * 4. (-7) 


2 . 

7 


4 35 
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2 


= 734 


3?) Sendo M = 



1 

3 

-4 

-2 


- 2 \ 

-3 

8 

2 


j 


, calcule det M. 
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Para isso, aplique o Teorema de Jacobi para obter zeros na 3? coluna, fazendo as seguintes combina95es 
lineares: 

a) Some aos elementos da 2? linha os elementos da 1? linha multiplicados por -3. 

b) Some aos elementos da 3? linha os elementos da 1? linha multiplicados por 4. 

c) Some aos elementos da 4? linha os elementos da 1? linha multiplicados por 2. 



-i 

3 

1 

-2 



1 

3 

1 -2 


2 

9 

3 

-3 


2-3. 

U). 

9-3.3 

.. 3 -3,1... -3= 3,.(r.Z) 

det M = 

3 

-7 

-4 

8 


3 +4(- 1 ) 

-7 +4.3 

-4 +4. 1 8 +4.(2) 


4 

-1 

-2 

2 


4 tl 

Hi 

-1 +2.3 

_ -2+2,1.. 2 ±2:1-2.) 


-1 

3 

1 

-2 







6 

0 

0 

JL 





%r 

= 

-1 

6 

0 

0 


e aphcando 

o Teorema de Laplace para a O- coluna, 


2- 

3 

— 0 

-2 






vem: 




J+3 


6 

0 3 



1C 

r 

■ 1.-1 


# 

-1 

6 0 

= -30-/3-30 = -95 

det M = 

13 





2 

0 -2 





4?) Sendo M = 


\- 


2 

1 

-1 

0 



, aplique antes o Teorema de Jacobi para obter zeros e 


calcule det M. 




^zx'iemoz , pot ezemptfy, as dcnea'lei 2zzd(2ada/5 

ja£alzo ? de mod# adwvdido', nauz e&eb zeun sza /2'cofcz7xZ',/2A<>t7?i 
a,) 3^ £c7i£a, + (~2). &72&Z. 

6) 4* -/ /. /* 


det M = 


1 

2 

0 

-1 


1 

2 

0 -1 


/ 

2 

0 

-1 

0 

f 

2 

-2 

_ 

0 

1 

2 -2 



0 

1 

2 

-2 

2 

-1 

1 

2 


2-2 

-1-4 

1-0 2+2 


0 

-5 

1 

4 

- 1 

0 

3 

1 


-1+1 

0+2 

'3+0 1-1 


0 

2 

3 

0 


detM- 1.C - /.(-'). 

ff ' 7 


/ 

-3 

2 


2 -2 

1 4 

3 0 


e J<pje7ido‘ 2^ &7ifa^2J g '&n£as 


Irtm : 

1 

2 -2 


1 

2 -2 


-3 3 

dth V* 

-0 

1 

4 

= 

-3 

5 

0 

' - 2,C 3 .~2.(-lf. 



2 

3 

0 


2 

3 

0 

2 3 


2. (-9-10) = 38 
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5?) Calcule o valor de x na igualdade 


x 1 2 



Observe que calculando o determinante pela regra de Sarrus voce tera uma equa 9 §o do 3? grau em x, 
o que n2o e muito conveniente. Vamos entao procurar calcular os valores de x aplicando as propriedades vistas. 

Assim, fa 9 a: 

a) 3? linha -2*2? linha 

b) aplique o Teorema de Laplace. 


X 

1 

2 


2 

3 

X 2 

= 

4 

6 

X 



x 1 2 
2 3 x 2 

CL 0..K.-.2X 2 


= u,2xi ) • c 33 = (x..r..2Z ) • (-if 63 : 


2 ... 

2 ... 


jL 


= (K...-.2X 2 .. ) • = o 

r x = 

x - 2x 2 = 0 => X • (/.-2.X ) = 0 =* S ou 


e voce pode escrever " 


ou 


x = 




3x - 2 = 0 • 


x = 


v --tilL.il. 


.a... 


Exercicios a resolver: item 5, pag. 77. 


51. Regra de Chid: e uma regra pratica para fazer sucessivos abaixamentos de ordem de uma matriz para o calculo 
do seu determinante. 

Essa regra e justificada pelo Teorema de Jacobi e pelo Teorema de Laplace. 

Aplica-se a regra de Chio quando se tern urn elemento a,j = 1 , na matriz. Quando nao se tern ay = 1 pode-se 
obte-lo aplicando o Teorema de Jacobi e propriedades que serao vistas no item 53. 

Regra de Chid: 

1 — Suprimimos a linha e a coluna que se cruzam no elemento ay = 1. 

2 — De cada elemento restante da matriz subtrafmos o produto dos elementos que se encontram nas interse 95 es 

das perpendiculares tra 9 adas dos elementos considerados a linha e a coluna suprimidas. 

3 — Com as diferen 9 as obtidas construfmos uma matriz cujo determinante multiplicado por (-l) i+ ^ e igual a o 

determinante da matriz inicial. 

/ 1 3 5 \ 


Exemplo: Calcular o det M onde M = 


2 


5 


14 


pela regra de Chio. 




Entao, det M = 


jTi 3 5 

! "T V~~~ 

2 !- — 5 


4 i— 12 6 


7 

14 


= (-D 


j+i 


5-2*3 14-2 • 5 

12-4*3 6-4*5 


= 1* 


-1 

0 


4 

-14 


= 14 


52. Aplica?ao: Calcule o determinante das matrizes abaixo aplicando a regra de Chi6: 
/ 1 3 2 


a) M = 



det M = 


= (-D 


i.u. 


lo-.ZA 9-.ZJL 
15 - 4- .3 li - 0.:.2.. 


= (- 1 ) 


2 


JL 

3 


.d 

3 




b) M = 




-2— i-3 r-4 

•— L 


-2 -3.4--S) J 

det M = 

3 : i r 2 
“7 "|"t'7"1 
s— i-2 i 

= (-1) • 

5 -M~2J -'--UJ 


= (-D 

/° 


A 


c) M = 


-1 

7 

2 


... 2 . 

JL 

2 7 
0 -6 -2 

3 2 3 

1 0 


IQ. 

.d 


= ...t aa 


• 3 \ 


-J 


Para isso complete: 


det M = 


0 ! 2 7 -3 

! 1 


CN£ 

i : 

o 

T.-.Q.-.2 -3 

-1 ! 0 I -6 -2 

1 1 
| | 

t-H 

1 

S— ✓ 

II 

-i r..2,Q. 

-6 -o.o -2 -(-do 

7 ! 3 2 3 

1 1 


1-2,0.. 

2-0,3 3 


Continue na pagina seguinte. 


YV 


-(-if 


\-4 

IL 

: i 


7 

-6 

~2 


-1 

-2 

6 


d) M = 


Mm = 


i5 

-4 


23 

4 



H • 



6 

-A.i9-j.-3 

1 = 

-1 

-2 \ 1 : 0 

L 

0 

7 \-3 : -/ 


-2 

-4 

f \-1 : 7 

1 1 

6 | 

2\ 

-3 

M-if* 

-3 \ 

.Li. 

-1 

-3 ;• 

■6 ; 

7 

-(72 


/- 

9 


-H 


2+3 


7 -2. (-4) 
- 6 - 2 . (- 1 ) 


- 7 - 6 . (- 4 ) 
-2- 6. (-7) 


-60 + 92 - 752 


6-(-l).0 2-(-2j.O -6-0.0 

0-(-l).(-3) 7-(-2).f-3j ~ y-0.f-3, ) 

7-0. f/J 


6 -(-3). 2 -3-f-l).2 

-3-(-6).(~3) 7-(-vJ/-6j 


72 -1 

-27 7 


Exercicios a resolver: item 6, pag. 77. 


53. Propriedades dos determinantes: 

Vamos enunciar aqui algumas propriedades que serao uteis no calculo de determinantes. 

Seja, entao, M uma matriz quadrada de ordem n. Valem as propriedades: 

1?) Se os elementos de uma linha (ou coluna) da matriz M forem todos iguais a zero, entao det M = 0. 
Exemplo: 



2?) Se a matriz M tern duas linhas (ou colunas) iguais, entao det M = 0. 
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Exemplo: 



^2-3 5 ^ 

\ 

2-3 5 

1 

M = 

1 2 4 

—> det M = 

1 

1 2 4 

1 

V 2 -3 s) 


2-3 5 


= 0 


3?) Multiplicando-se uma linha (ou coluna) da matriz M por um numero real k, o determinante da nova 
matriz M’ e igual ao produto de k pelo det M. 

Exemplo: 


= 5 • det M 




5 

3 


1 3 

► => det M’ = 



= 5 • 

.. 


20 

2 


4 2 


4?) Se a matriz M tern duas linhas (ou duas colunas) formadas por elementos proporcionais, entao det M = 0. 
Exemplo: 


= 2-0 = 0 




1 

3 \ 

2 

1 

3 


2 1 

3 

M = 

3 

-2 

5 — » det M = 

3 

-2 

5 

= 2 • 

3 -2 

5 


w 

2 

6 / 

4 

2 

6 


2 1 

3 


5?) Trocando-se entre si os lugares de duas linhas (ou duas colunas) da matriz M, o determinante da nova 
matriz e igual ao determinante de M multiplicado por -1. 


Exemplo: 

f 2 


°\ 


M = 

0 

1 

-2 


l-i 

2 

-3/ 


f° 

3 

2 \ 

M’ = 

-2 

1 

0 

1 

[-3 

2 

-J 


det M’ = -det M 




6?) Se a matriz M e tal que cada elemento da i-esima linha (ou j-esima coluna) e dado por ay = by + qj, 
entao o seu determinante e igual a soma do determinante da matriz M’ que se obtem substituindo o 
elemento ay por by, com o determinante da matriz M” que se obt6m substituindo ay por qj. 

Exemplo: 



/ 2 

3 + 2 

4 \ 

2 

3 + 2 

4 

M = 

-i 

-2 + 5 

0 r det M = 

-1 

-2 + 5 

0 


\ 0 

-1+3 

>/ 

0 

-1 + 3 

1 



2 

3 

4 


2 

2 

4 

= 

-1 

-2 

0 

+ 

-1 

5 

0 


0 

-1 

1 


0 

3 

1 


7?) Se a matriz M tem uma linha (ou coluna) que e combina^ao linear de outras linhas (ou c'olunas), entao 
det M = 0 



M = 


entao: 


det M = 


onde a 3? coluna e igual a soma da 1? com o dobro da 2? coluna, 


-14 7 0 

2 0 2 1 

0 -1 -2 -2 

-3210 


= 0 


Aplica^ao: 

1?) Dadas as matrizes abaixo, justifique, pelas propriedades dadas, por que o determinante e nulo: 
/- 2 3 5 

a) M = -4 6 10 

\ 1 0-2 
det M = 0, pois . 

f2.-s^^xrrzzzz*. 




det M = 0, pois 


- c) M = 



-3 

-2 

0 

1 


‘ °\ 
2 0 



det M = 0, pois 


££eme7i67Z ■ate- 3^ cofu/za 


/a 2a + 3c c 

d)M = b 2b + 3d d 
\ c 2c + 3a a 

det M = 0, pois 



e) M = 




2 

1 

3 


4 

-2 

0 


8 

0 

6 


/-I 2 4 8 ^ 

-3 
0 

2 0 -1 -1 / 

det M = 0, pois 




/° 


f) M = 




-1 

0 

3 


g) M = 


-3 

6 

0 

2 

-1 

2 

5 

1 

is XZ 

( -?<2 

= 


3x 2 

-x 3 


/ 

0 

2 

6x 2 

-2x 3 



det M = 0, pois ....^..J£...^^....:£„:&..^ .7^^ 

£$%&&, . . - . . 2?. / jf, fy n/Uz ") .1 Z 


h) M = 


det M = 0, pois 

CO&U/WZ' ,„T„. ,}?„•£?'.„ 1 




, com (a + b + c) =£ 0: 


a-+c 

b 

1 


cu-6+g 

b 

/ 


/ 

b 

/ 

b+a 

c 

1 

- 

& +6+c 

c 

1 

= (/it6+c) 

1 

c 

i 

b+c 

(X 

1 


xl+6+c 

Ob 

1 


i 

a 

1 


det M = 0, pois 


2?) Sem calcular o valor dos determinantes das matrizes abaixo, mostre que: 

14 7 49 21 

2 0 13 

-4 3 0 4 

0 - 2-1 1 


= £? 


a) det M e divisivel por 7, onde M = 


71 


Para isso, lembrando que quando se multiplica os elementos de uma linha de uma matriz M por k 
tern det M’ = k • det M, complete: 


det M = 


14 

7 

49 

21 


. 2 .. 



.£• 

2 

0 

1 

3 

= 7 • 

2 

0 

1 

3 

-4 

3 

0 

4 


-4 

3 

0 

4 

0 

-2 

-1 

1 


0 

-2 

V - 

-1 

1 

J 


isto e: 


det M’ 


detM = JL * detM\ ou seja, detM e ..dCzd&Me.L por 7. 




b) det M e divislvel por 2, onde M = 

Para isso, complete: 


14 

2 

-4 


\o 


7 

0 

3 

-2 


49 

1 

0 

-1 


21 \ 


3 

4 
1 



14 

7 

49 

21 


...Z. 

7 

49 

21 


2 

0 

1 

3 


/ 

0 

1 

3 

detM = 





= 2 • 




-4 

3 

0 

4 



3 

0 

4 


0 

-2 

-1 

1 

V 


-2 

-1 

1 

j 


det M’ 


det M = . 2 .... * de t M”, ou seja, det M e por 2. 

21 \ 


c) det M e divisivel por 14, onde M = 



7 

0 

3 

-2 


Para isso, complete: 

14 7 49 

2 0 1 

-4 3 0 

0 -2 -1 


detM = 


= Z.. • Z 


1 / 7 


L. 

-2L 


o 

3 


1 

0 


0 -2 -1 


21 

3 

4 
1 

3 ... 

3 

4 
1 


= ..z. 


49 

1 

0 

-1 

2 

2 

-4 

0 


3 

4 


>/ 


•il.. .7.. 3- 


0 

3 

-2 


1 

0 

-1 


3 

4 
1 


det M’ : 


isto e: det M = 34 :..... • det M’”, ou seja, det M e 


isto e: 


por 14. 


se 
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2 


3 5 


d) det M e divisi'vel por 30, onde M = 


6 9 75 
4 7 20 



2 

3 

5 


/ 

3 

5 


/ 

3 

1 

det M = 

6 

9 

75 

= 2. 

3 

9 

73 

= 2.5. 

3 

9 

15 


4 

7 

20 


2 

7 

20 


2 

7 

4 


= 2.5.3 


y 

i 


3 1 

3 5 


= 30 M, M' ? potbmfo det M A '/&v&c*e8 potbo. 


2 7 4 

MddT , 2 5 

e) det M e divisi'vel por 10, onde M = 5 3 2 

\ 3 2 5 / 

Para isso, adicione aos elementos da 1? coluna os elementos da 2? coluna multiplicados por 1 e os 
elementos da 3? coluna multiplicados por 1, assim: 



2 

5 

3 


...IQ... 

5 

3 


/ 

5 

3 

det M = 

5 

3 

2 

= 

...1.0... 

3 

2 

ii 

/ 

3 

2 


3 

2 

5 


10 

2 

5 


/ 

N- 

2 

5 


/ 


i6to 


Mm- io.Mm' 

ou At id ■ Mm a dlviic'peb pot IO: 

d 7» b c 

f) det M e divisi'vel por (a + b + c) =£ 0, onde M = b c a 


MM' 


cab 


a 

b 

c 


jx+b-t-c 

b 

c 


/ b o 

6 

C 

a 

— 

bsc^a 

c 

a 

^(a+6-fc). 

ica 

o 

a 

6 


cia+b 

a 

b 

1 a b 

/ / A 


Mm- 


Mm- (a+6tc) . Mm' 
m A^ja : Meb M z'Mcwbcvetf pot (a,+6tcj • 

' 3 x 2 -12 21 




g) det M e divisi'vel por (x + 2) =£ 0, onde M = I x 

-x 

Para isso, complete: 



3x 2 

-12 

21 


..x 2 -A ...z 

det M = 

X 

2 

0 

= 3 • 

x 2 0 


-X 

-2 

3 


-x -2 3 


2 0 

-2 3 


e soman do aos elementos da 1? coluna 


73 


os elementos da 2? coluna multiplicados por 1, vem: 



x 2 -4 

-4 

7 


(x + 2) . (x - 2) -4 7 

det M = 3 • 

X-f2 

2 

0 

= 3 • 

2 0 


-x-2 

-2 

3 


-2 3 


= 3 • (x + 2) 


x-2 -4 

/ 2_ 

- / -2 


7 


0 

3 


3.(*+2).rtetM‘ 


■det M' 

0a /wja : /M M a dcvt6a&£ vet (xs2). 


Exercicios a resolver: itens 7 e 8, pags. 77 e 78. 


3?) Resolva a equa 9 ao 


x 2 -x 1 

4x x 2 - 5 0 

4x -4 2 


= 0 


Observe que se desenvolvermos o determinante acima teremos uma equa 9 ao do 4? grau, o que nao e 
muito conveniente. Vamos entao procurar determinar os valores de x aplicando as propriedades vistas. 

Assim, adicione aos elementos da 1? coluna os elementos da 2? coluna multiplicados por 1 e fatore os 
elementos da 1? coluna: 


X 2 - X -X 1 


x(x-l) -x 1 

x*Wx-5 x 2 - 5 0 

= 0 

.(*±$](*d) x l -5 0 

4x-4 -4 2 


4fx-i) -4 2 


= 0 


Veja, x = 1 e uma solu 9 §o, pois para x = 1 todos os elementos da 1? coluna sao nulos e portanto o 
determinante e nulo. 


Se x =£ 1, entao voce pode escrever: 


x(x - 1) 

-X 

1 


-X 

1 

(x + 5) • (x - 1) 

x 2 - 5 

0 

= 0 (x - 1) . 

X + 5 x 2 -5 

0 

4(x - 1) 

-4 

2 


4 -4 

2 


= 0 


e sendo x =£ 1, voce tern 


= 0 


-x 1 

4±5 x 2 - 5 0 

- 4 2 

Adicione a 2? coluna os elementos da 1? coluna multiplicados por 1 e aplique o Teorema de Laplace: 


X 

0 

7 

1 

- 0 (- 1) 4 • (x 2 + x) 

* * 

i 

x + 5 

X/x 

0 

A 

2 

4 

0 

2 


T 



= 0 
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X • ( x±£ X2x - A . ) = 0 


X = .0. 

ou 

1 Y±i" = 0 

ou 

2j~4= o 


X = . 

X= 2 


Portanto: V = 


4?) Resolva a equa 9 §o 


6x -2x 
-9x x 2 
x 2 -3 


2 

4 

-1 


= 0 


Para isso, complete: 

a) 0 valor x = 0 e solu 9 ao, pois se x = 0 os elementos da anulam e, portanto, 

determinate e • 

b) Se x ^ 0, entao voce pode escrever: 


6x 

-2x 

2 


6 

-2x 

2 

-9x 

x 2 

4 

I 

o 

ii 


x 2 

4 

x 2 

-3 

-1 


X 

-3 

-1 


= 0 


x 


-2x 

x 2 

-3 


2 

4 

-1 


= 0 


Somando aos elementos da 1? coluna os elementos da 2? coluna multiplicados por 1 e fatorando vem: 


= 0 


6 - 2x -2x 

2 


-2 • ( X-3) 

-2x 

2 

-9 JX 2 x 2 

4 

= 0 <=* 


x 2 

4 

x -3 -3 

-1 


( 1:.2) 

-3 

-1 


portanto x = 3 e outra solugao, pois ... 2$. . . ^7.^4. 22.2. . 22! 22... 

/£ oAutzcl >6£ a/t66%277z- % o' 


c) Se x =£ 3, entao voce pode escrever: 


-2 • (x - 3) 

-2x 

2 


-2 

-2x 

2 

(x + 3) • (x - 3) 

x 2 

4 

- 0 <=> (x - 3) • 


X 2 

4 

(x-3) 

-3 

-1 


1 

-3 

-1 


-2 -2x 2 

X+3 X 2 4 
/ -3 -1 


= 0 


Somando aos elementos da 1? coluna os elementos da 3? coluna multiplicados por 1 e aplicando o 
Teorema de Laplace, vem: 


75 


-2 

-2x 

2 


O 

-2 x 

2 

x + 3 

x J 

4 

- 0 

xv7 

x 2 

4 

1 

-3 

-1 


0 

-3 

-1 


= 0 


(-1)-^"" -(x + 7) 


zZjl 

-3... 


2 .. 


e portanto -(x + 7) • ( 22.t.§. ) = 0 = 
Voce obteve V = { r :.Ta..t3.^...(?.^..3....}. 


= 0 

x + 7 = 0 = 


x = 


ou 

2*7f.6 = 0=*“ x = 


.7.1. 

.7.3. 


Exerctcios a resolver: item 9, pag. 78. 


EXERCI'CIOS 
SEQi)£NCIA A 


1) Calcule os determinantes abaixo: 
5 1 


a) 


b) 


c) 


3 

-2 

1 

3 

-5 


d) 


2 -1 
-3 4 

0 1 
5 2 

2 6 
5 15 

2) Calcule os determinantes abaixo, aplicando a regra de Sarrus: 
1 2 1 


a) 


b) 


c) 


2 

2 

-1 

2 


2 -1 


1 

-1 

-2 


d) 


e) 


g) 


-1 

3 

0 

-2 

0 

2 

1 

2 

2 

2 

-1 

-5 


0 

-1 

3 


1 -1 

1 3 
1 -2 

2 -3 


-6 

1 

5 

3 


1 -4 


3) Resolva as equates: 

2 6 
1 x 


a) 


0 


b) 


c) 


d) 


e) 


x + 3 4 

4 x - 3 

2x - 3 x + 5 
-3x x+1 

-2x 2 

-5x x + 4 


= 0 


= 0 


-2x 3 1 

-10 4 

0 1 x-1 


= 0 
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g) 


h> 


-1 

2x- 5 
2 

2 -1 


3 0 

-1 1 
x + 2 -2 


= 0 


x + 3 
x 2 
-3 


= 2 


1 -2 

0 x + 2 
x- 1 0 


-48 


4) Calcule os determinantes abaixo, pelo Teorema de Laplace: 
-3 2 5 


a) 


b) 


4 

-5 


2 -1 

0 2 


-2 

2 


1 


-2 -1 
0 5 


0 0 
3 


0 


3-200 


d) 


-2 

1 

2 

5 


5 1 

0 -1 


0 0 


0 2-4 


0 0 
-1 8 
1 -5 


0 


1 

6 

7 

-3 


0 0 

-1 6 

0 -2 


2 -1 -3 

0 5 0 

-5 -4 -2 

-15 0 

4 3-3 
0-2 0 

5 2 0 

0-5 0 


5) Calcule os determinantes abaixo, aplicando antes o Teorema 
de Jacobi para obter zeros: 



2 

1 

-3 

« 

/* 

-1 

°\ 

a) 

5 

3 

4 


a) 3 

4 

0 


2 

-1 

-5 


\s 

-2 

0/ 


b) 


c) 


d) 


a) 


b) 


c) 


2 

-1 

-2 

0 

3 

1 

2 

1 

3 

3 

2 

0 

-2 

3 

2 

3 

0 

1 

1 

-2 

-3 

2 

1 

0 

3 

5 

0 

6 

-4 

2 

-5 

3 

-5 

4 

* 2 

3 

e os determin 

1 

3 

2 

5 

18 

12 

3 

10 

9 

4 

2 

6 

-2 

1 

4 

10 

-3 

-15 

-4 

11 

-2 

3 

-5 

1 


d) 


3 

-2 

4 

1 

10 

-6 

9 

2 

-3 

11 

-9 

-3 

4 

3 

-2 

0 


4 

7 

3 

13 

5 

-4 

6 

20 

3 

-1 

1 

4 

0 

10 

0 

2 

3 

2 

1 

0 

5 

-2 

3 

-2 

7 

4 

-2 

5 

3 

6 

0 

1 


7) Justifique por que os determinantes das matrizes abaixo sao 
nulos: 


77 


b) 


c) 


d) 


e) 



\ 


r -3x 3 

2 - 3x 8x 2 \ 


1 

f) Sendo M = I 

3x 2 

x 2 

-s 

/ 

! 

V 0 

-2 

> / 


g) 


8) Sem calcular o determinate das matrizes abaixo, mostre que: 


a) Sendo M 


por 2. 


b) Sendo M = 



o det M e divisivel 



c) Sendo M = 


o det M e divisivel por 9. 


d) Sendo M = 



e) Sendo M = I 3x‘ -12 1 

-4 2x 0 

o det M e divisivel por (x - 2), com x 2. 


o det M e divisivel por (x - 1), com x =£ 1. 
9) Resolva as equates: 


a) 


b) 


x 2 5 
x x -3 

XXX 

1 1 1 

I 2x 1 

II x - 5 

1 1 1 


= 0 

1 

1 

1 

3x + 2 


= 0 



x 2 -4 

2x 2 2 


c) 

3x - 6 

8 1 

= 0 


2 - x 

16 2 



3x 3 - 6x 

-21x 

0 

d) 

-15 

-5x 

-1 


2x + 4 

8x + 26 2 


= 0 


RESPOSTAS 

1) a) 7 

b) -14 

c) 32 

d) 5 

e) -5 

0 0 

2) a) 3 

b) -46 

c) 7 

d) -7 

e) 18 

f) 0 

g) 0 

3) a) 3 


b) ± 5 
O -3; 
d) 0; 1 


1 


e) 


11 


n 

l) 13 

g) -4; 2 

h) -5; 4 

4) a) 32 

b) 16 

c) 51 

d) 176 

e) 57 

f) -228 


78 


5) a) 44 

b) -156 

c) -14 

d) -448 

6) a) 7 

b) -16 

c) -1 

d) 126 

e) -90 

f) -36 

7) a) 3? coluna = 0 

b) 1? linha = 3? linha 

c) 7-3? coluna = 1? coluna 

d) 3? linha = 1? linha + 2? linha 

e) 2*1? linha + 2? linha = 3? linha 

f) 2 • 1? linha + 2? linha = 3? linha 

g) 2*1? coluna + 3? coluna + 4? coluna = 2? coluna 

9) a) -3; 0; 2 

c) -VfT; 2; VT 

d) -3; 0; 3; 13 


SEQUENCIA B 

1) Determine, quando existirem, as matrizes inversas das ma- 
trizes seguintes: 

Observa9ao: uma matriz A e inversivel se existe uma matriz 
B tal que 

A • B = B • A = I 

onde I e a matriz identidade. A matriz B recebe o nome 
de matriz inversa de A e e indicada por A . 

Vale a afirma^ao: “Uma matriz A e inversfvel se e somente 
se det A =£ 0”. 


a) A = 


2 1 
5 3 


A 


-1 



Sugestao: Calcule det A e resolva a equa^ao: 


b) B = 


c) C = 


d) D = 


e) E = 



2) Determine k, de modo que a matriz A = 

seja inversivel. f/ ^ ^ 

3) Para que valores de m a matriz 

m 1 15 

4) Mostre que sao nulos os determinates: 

3a + 5x 
3b + 5y 



e inversivel? 


a) 


b) 


3c + 5z 


z 

x 

y 


, com x + y + z = 0 



a 

3a + x 

1 


c) 

b 

3b + x 

1 



c 

3c + x 

1 



1 

sen 2 a 

cos 2 a 

d) 

1 

sen 2 P 

cos 2 P 


1 

sen 2 7 

cos 2 7 


5) Sendo 


a) 


b) 


a m 
b n 
c p 

3x m 
3y n 
3z p 

-5x m 
-5z p 


-5y 


6) Mostre que 


a 
b 

c 

2a 

2c 

2b 

x a 

X X 
X X 
X X 


= k, calcule os determinates: 


3K 


- 10 K 

m n 
b P 

= x (x - a) • (x - b) • (x - c) 

x c 

X X 


7) Resolva as equa9oes: 


a) 


b) 


1 1 
1 2 
1 2 
1 2 

log x 16 
2 
1 


1 

2 

x + 6 
3 


1 

2 

-3 
x - 2 


l°g X 2 logx 4 
0 1 

1 1 


= 0 {- V77; \fTi\ 


{4} 
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1 


1 

1 



1 x + 2 

1 

1 

r i 

c) 

1 1 

x - 5 

1 

.0 \-1,6,2 j 


1 1 

1 

-x + 3 



l°g x 2 

1 




d) 

log 2 x 

1 

= 0 

{y 

’*} 

8) Determine os 

valores de 

x para os quais o determinante 

abaixo e nulo: 





2 3 

3 

-2 



-1 2 

x- 1 

6 



4 6 

13 

3 

v 4^- a7?u,7ia- ; x = 8 


5 -1 

6 

2 





a 

a + m 

a + 3m 


9) Mostre que 

b 

b+ n 

b+ 3n 

= 0 



c 

c + t 

c+ 3t 



10) Calcule os determinantes de Vandermonde: 

Obs.: Determinante de Vandermonde 6 todo determinante 
associado a matriz de ordem n onde cada coluna e 
formada de potencias de mesma base com expoente 
variando de 0 a n- 1. Os elementos da 2? iinha se 
chamam elementos caracterfsticos e vale a propriedade: 
“o determinante de Vandermonde e igual ao produto 
de todas as diferengas entre os elementos caracteris- 
ticos onde o indice que indica a coluna em cada 
minuendo e maior que o indice correspondente de 
cada subtraendo”. 

Exemplo: 

1111 
abed 
a 2 b 2 c 2 d 2 
a 3 b 3 c 3 d 3 

= (d - a) • (d - b) • (d - c) • (c - a) • (c - b) • (b - a) 


a) 


b) 


c) 


d) 


1 

2 

4 

1 

5 

25 

1 

-3 

9 

1 

-2 

4 


1 

3 

9 

1 

3 

9 

1 

1 

1 

1 

3 

9 


1 
4 
16 

1 
2 
4 

1 
2 
4 

1 1 
-1 4 

1 16 


-2 


= -6 


-20 


-8 27 -1 64 


1 

log 5 


1 

log 50 


^-600 


1 

log 500 


(log 5) 2 (log 50) 2 (log 500) 2 

11) Resolva as equagoes: 

1 


a) 


b) 


1 

5 

25 

1 

x 


1 

3 

9 

1 

2x 


= 0 


V 


1 

3x 


4x 2 9x 2 


- 16 V 


[ s ’ 3 \ 

■(*} 


12) Calcule o valor do determinante abaixo, sendo ai, a 2 , a 3 e 
M os 4 primeiros termos de uma P.A. de razao k: 


1 

1 

1 

1 

a l 

a 2 

a 3 


2 

2 

2 

2 

a l 

a 2 

a 3 

M 

_3 

3 

3 

3 

a l 

a 2 

a 3 

*4 


- 12 k*- 
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Neste capitulo, pretende-se que o aluno esteja apto a 


Sistemas Lineares 


a) resolver sistemas de n equates a n incdgnitas por meio de 
determ inantes. 

b) discutir a existencia de so lu foes desses sistemas . 


EQUACAO LINEAR 

55. Defini^ao: 

Chama-se equa^ao linear a n incognitas (xj, x 2 , . . . , x n ) toda equa9§o da forma: 

a n x! + a 12 x 2 + . . . + a in x n = b 

onde a n , a 12 , . . . a ln sao numeros reais chamados coeficientes ebeum numero real chamado termo independente. 

56. A solu^ao de uma equa9ao linear a n incognitas 6 a enupla ordenada de numeros reais (oj, a 2 , . . . , a n ) que 
verifica a igualdade a n a! + a 12 a 2 + . . . + a ln a n = b. 

57. Assim, assinale as afirma9oes corretas: 

a. ( X) 3x + 4y = 2 e uma equa9ao linear nas incognitas x e y. 

b. ( ) 3x 2 + 4y = 2 e uma equa9ao linear nas incognitas x e y. 

c. (X) 3x + 2y - 5z = 0 e uma equa9ao linear nas incognitas x, y e z. 

d. ( ) 3x + 2y - 5z = 0 tern coeficientes 3, 2 e -5 e o termo independente e 3. 

e. (X) 3x + 2y - 5z = 0 tern coeficientes 3, 2 e -5 e o termo independente e zero. 

f. (X) -3x + 2y = -8 e uma equa9ao linear nas incognitas x e y cujos coeficientes sao -3, 2 e o termo 

independente e -8. 

g- (X) (0» -4) e solu9ao da equa9§o linear -3x + 2y = -8. 

h. ( ) (0, 0) e solu9ao da equa9ao linear -3x + 2y = -8. 

i. ( ) (0, -10) e S0IU9I0 da equa9ao linear -3x + 2y = -8. 

j. (X) (2, -1) e S0IU9I0 da equa9ao linear -3x + 2y = -8. 

l. ( ) (2, -2) 6 solu9ao da equa9ao linear -3x + 2y = -8. 

m. (X) (-2, -7), (3, y), (4, 2) tambem sao soloes de -3x + 2y = -8. 

n. (X) a equa9ao linear -3x + 2y = -8 tern infinitas soloes. 
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°. (X) -2x + y-3z + w = 3e uma equa 9 ao linear nas incognitas x, y, z e w cujos coeficientes sao -2, 
1, -3 e 1 e o termo independente e 3. 

p. ( ) -2x + y-3y + w = 3e uma equa 9 ao linear cujos coeficientes sao -2, 1, +3 e zero. 

9- (X) (0, 2, 1, 4) e uma das solu$5es da equa 9 ao linear -2x + y-3z + w = 3. 


SISTEMAS LINEARES 

58 . Defmi9ao: 

Chama-se sistema linear a um conjunto de m equa 9 oes lineares a n incognitas. 




anXj 

+ a 12 x 2 

+ . . 

. . + 

a m x n = bi 

Assim: 

< 

a 2 jXi 

+ a 22 x 2 

+ . . 

. . + 

a 2n x n — ^2 



^a mi X! 

+ - a m2 x 2 

+ . . 

, . + 

a mn x n = b m 


e um sistema linear de m equa 9 oes a n incognitas. 

Uma enupla (oq , a 2 , • • • » <* n ) e solu9ao desse sistema se (oc x , a 2 , . . . , a n ) for solu 9 ao das m equa 9 oes do sistema. 
Se o sistema tiver uma unica solu9§o, diremos que e um sistema determinado. 

Se o sistema tiver mais de uma solu9ao, diremos que e um sistema indeterminado. 

Se o sistema nao tiver solu9§o, diremos que e um sistema impossfveL 

e um sistema linear de 2 equa 9 oes a 2 incognitas e (2, 0) e solu 9 ao desse sistema. 
Esse sistema e determinado, pois tern uma unica solu 9 ao. 

2 e um sistema linear de 2 equa 9 oes a 3 incognitas e (1, 0, -5), (0, 1, -1), (2, -1, -9) 

3 etc. sao solu 9 oes desse sistema. Esse sistema e indeterminado, pois tern mais de 
uma solu 9 ao. 

e um sistema linear de 2 equa 9 oes a duas incognitas. Esse sistema e impossivel, 
pois nao tern solu 9 ao. 


Exemplos: 

a) 


f 2x + y = 
|^4x + y = 


b) 


3x - y + z = - 
-2x + 2y - z = 


c) 


2x - 3y = 4 
2x - 3y = 6 


RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES 


59. Estudaremos apenas a resolu 9 ao de sistemas lineares onde o numero de equa 9 oes e igual ao numero de incognitas. 
Esse estudo podera ser feito atraves de matrizes ou atraves de determinantes. 


Nos limitaremos apenas ao estudo da resolu 9 ao de sistemas pelos determinantes. 

anXx + a 12 x 2 + . . . + a in x n = bj 

. . . . a 21 xi + a 22 x 2 + . . . + a 2n x n = b 2 

Assim, seja o sistema 


a ni x i + a n 2 x 2 a nn x n - b n 


60. A resolu 9 ao desse sistema se faz atraves de uma regra pratica chamada regra de Cramer, que consiste em: 
1 — Calcula-se o determinate da matriz dos coeficientes: 
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A = 


an 

a 12 

a i n 

a 2 i 

a 22 

a 2n 

a ni 

a ri2 

a nn 


2 — Se A # 0, o sistema e determinado, isto e, admite uma unica solu?ao dada por: 


x _ Ax l V - Ax 2 v - Ax 3 

Xl “ A ’ X2 "~’ 3 ~~A~ 


> A n 


Xn = 


Ax„ 


onde: 


A xi - 


A X„ = 


b, 

a 12 

• a ln 


a n 

b, . 

• • a in 

b 2 

a 2 2 

a 2n 

> A X2 - 

a 21 

b 2 • 

a 2n 


a n2 

a nn 


a m 

b n 

a nn 

a n 

a 12 

.. b* 




a 21 

a 22 

. . b 2 




a m 

a ri2 

b n 





ou seja, A Xi e o determinante da matriz que se obtem substituindo-se a coluna coeficiente X[ pelos 
respectivos termos independentes das equates. 

/A Xl A*. A x \ 

Portanto, a enupla , — — , . . . , — — e a S 0 IU 9 I 0 do sistema. 


3 — Se A = 0 e todos os A Xi forem nulos, o sistema e indeterminado. As infinitas soloes podem ser obtidas 

em fun 9 ao de uma das incognitas. 

4 — Se A = 0 e existir pelo menos urn A Xi diferente de zero, o sistema e impossivel. 


61. Apiica 9 ao: 

19) Resolva o sistema 


x - 3y 
2 x + y 


+ z = -4 
- 2 z = 11 


.-x + 2 y 


5z = 15 


Para isso, complete e calcule: 

a) 0 determinante A da matriz dos coeficientes: 



/ 

-3 

/ 


\-i- 

i 

-0-- 

~0~ 

A = 


1 

-2 

= 

2 

i 

7 

-4 


-1 

2 

-5 


-i 

-/ 

-4 


b) A = -32 =£ 0, entao o sistema e 

O sistema admite solu 9 ao, dada por x = 

Entao, sendo: 



• -32 


e 


A z 

Z "“A * 
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= -64 



-4 

-3 

i 


\-o- 

-€h- 

i 

A x = 

a 

1 

-2 


3 

-5 

-k 


15 

2 

-5 


-5 

-13 

-i 


1 

-4 

1 


1 

-i- 

— 0- - 

- -o-- 

A y = 

2 

ii 

-2 

= 


12 

-4 


-1 

15 

-6 



11 

-4 


1 

-5 

. -4... 


i 

-1- 

--0-- 

--Q-- 

A z = 

2 

1 

11 

= 

k 

7 

12 


-1 

2 

15 


4 

i 

-1 

11 

vem: x 

-64 „ 

~-32 2 ’ 

-32 

y= -32 

m i e 

z = 

26 _ 
-3Z 

3 


-32 


.26 


Portanto, a solusao do sistema e (2, 1, -3). 


29) Resolva o sistema 


3x - 2y + z = 4 
x + 3y - 2z = -7 
5x + y + 5z = 9 


Para isso, complete e calcule: 

a) O determinante A da matriz dos coeficientes: 



3 

-2 

1 

- 

A = 

1 

3 

-2 

= 


5 

1 


- 

b) A =67 # o, 

entao 

o sistema e 

deleb/ 

0 sistema admite 

IX274/Z ACTZCCCZ/ solucao, c 


4 

-2 

i 


A x = 

-7 

3 

-2 

— 


2 

1 

5 

- 


3 

4 

1 

- 

Ay = 

1 

-7 

-2 

= 


5 

2 

3 



3 

-2 

4 


A z = 

1 

3 

-7 

= 


5 

1 

9 



o- 

7 


■ 0 - 

-1 

11 


1 - 


-i 

6 


* 67 


A 


-_ A X 


e z = 


Az 

A 


0 ---- 0 - 
1 -1 

■11 11 


-o- 

7 

10 

! 

- 1 - 


-o- 

1 

- 11 

-11 
- 3- 
14 


- 1 -\ 

-2 

5 

\ 

i 

3 

i 

25 

-- 7 - 

44 


* 11 - 11*0 


= - 77 -/ io b -67 


*-(-484+ 350)= 1/34 
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X = 


0 = 0 , y = e z = 7M = £ 


.67— m 

Portanto, a solu?ao do sistema e ( .,,0 


.6.7... 

-.1 2... )• 


39) Resolva o sistema 


x + 3y - 6z = 2 
-2x - y + 2z = 1 

3x + 2y - 4z = -1 


Para isso, complete e calcule: 

a) 0 determinante A da matriz dos coeficientes: 


A = 


i 

3 

~6 



-0 — o- 

-2 

-1 

2 

- 

i 

-? 

5 

-10 

3 

2 

-4 


3 

. i 

-7 

14 


= 70-70 = O 


b) Como A = 0, o sistema pode ser indeterminado ou impossivel, conforme os valores dos determinantes 
Ax > Ay e A z . 

Assim: 

Se A = 0 e todos os A Xj forem nulos, o sistema e • 

Se A = 0 e pelo menos um A Xi diferente de zero, o sistema e • 

Entao: 



£ 

a 

- 6 


2 

5 

-/<7 

A x = 

1 

-i' 

2 

= 

--4- 

1 


--- 6 - 


-1 

2 

-4 


1 

-f 

1 

1 

-2 


/ 

2 

- 6 


1 

-7-- 


-~o- 

Ay = 


1 

2 

= 


5 

-10 


3 

-1 * 

-4 


3 

i 

-7 

14 


1 

3 

2 



--0-- 

- 72 -- 

Az = 

-2 


1 

= 

-k 

5 

5 


3 

2 

-1 


3 

i 

-7 

-7 

Como 

A = 0 e todos os A Xi 

= 0, o sistema < 



~-(-40+10)=O 


= 70-70=0 


= - 36-/- 35 = 0 


c) Vamos portanto calcular as infinitas soloes em fun^ao de uma das incognitas, por exemplo z, 
tomando-se duas equates quaisquer do sistema dado, formando um novo sistema, como se segue: 

f x + 3y - 6z = 2 ^ f x + 3y = ...2..7...6.Z. 

\_-2x - y + 2z = 1 ^ \_-2x - y = ..J.-...2.Z 

Resolvendo esse novo sistema, vem: 

i ....3.. 


A’ = 




-1 


.-...{.±.5....Jr..5.. 
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Ak = 


Ay = 


2 + 6z ...3. 
1 " 2z -X. 


= .-.2.-..6.4...-..3...1.A: Z...r...r.A.±.0Z..f.-.5 


...L... 2 + 6z 

.. 7-2 


= ...tr...2.Z...±.4...t..12.‘z_.,=__3..±..lOz_ 


Al 


X = 


-^5 




A ’ ' A’ ,5. 

As infinitas solu^des do sistema sao dadas por (-1, 1 + 2z, z) quando se atribuem valores quaisquer para z. 

3x + 4y - 5z = 0 
49) Resolva o sistema ^ 4x - 3y + 2z = 0 

x - 7y + 7z = 0 


Para isso, complete e calcule: 


a) O determinante A da matriz dos coeficientes: 




4 

-5 


0 

25 


A =. 

4 

-3 


= 

0 

25 

-26 


1 

-7 

7 


1 

-7 

7 


b) Como A = 0, o sistema pode ser indeterminado ou impossfvel, conforme os valores dos determinantes 
A x , Ay ® A z . 

Assim: 

Se A = 0 e todos os A Xi forem nulos, o sistema e 

Se A = 0 e pelo menos um A Xi =£ 0, o sistema e • 

Entao: 



0 4-3 


3 0'5 

• 

3 4 0 

Ax = 

0-3 2 

II 

>. 

< 

II 

4 0 2 

II 

CD 

II 

4-3 0 


0-7 7 


1 0 7 


1-7 0 


Como A = # O' e todos os A Xi = , o sistema e 


c) As infinitas sohi$5es em fun^ao de uma incognita, por exemplo x, tomando-se duas equa 9 oes quaisquer, 
sao dadas pela resolu 9 ao do novo sistema: 


{: 


3x + 4y - 5z = 0 
4x - 3y + 2z = 0 


4y - 5z = 
-3y + 2z = 



-5 

Z 


= 8...:. IS..?.. .-.1 . . A’ 


-3x 

-4< 


-5 

2 


.-.6.x...-.20.x..r..T.26x . » 
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A’ z = 


4 

-3 


- 3 < 

-4* 


= e y = =& . J& z = 


- 25 * 26 * 


26x 25x 

As infinitas solutes sao dadas por (x, — — , quando se atribuem valores quaisquer para x. 


59) Resolva o sistema < 


x + y + z = 0 
3x + 2y + 2z = 3 
2x + 3y + 3z = -1 


Para isso, complete e calcule: 

a) O determinante A da matriz dos coeficientes: 


✓ 

2 


/ 

2 

3 


i 

2 

3 


= ... 0 ... 


b) Como A = 0, o sistema pode ser indeterminado ou impossivel, conforme os valores dos determinantes 
Ax > Ay e A z . 

Assim: 

Se A = 0 e todos os A Xi forem nulos, o sistema e • 


Se A = 0 e pelo menos um A Xj diferente de zero, o sistema e 
Entao: 


A x = 


Ay = 


0 

3 

-1 

/ 

a 

2 


/ 

2 

3 

O 
3 
- 1 


1 

2 

3 

1 

2 

3 


0 


/ 

3 

2 


0 0 
3 -1 

-1 1 


^ 2 


Como existe A y 0, podemos afirmar que o sistema e 




Exerci'cios a resolver: item 1, pag. 89. 


ax + 2y + z = 
69) No sistema ^ -2x + y + 3z = 
3x + z = 


-1 

0 determine o valor de a de modo que o sistema seja determinado. 

2 


Para isso, complete e calcule: 
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a) O determinante A da matriz dos coeficientes: 



CL 

2 

1 


CL- 3 

2 

/ 

A = 

-2 

/ 

3 

= 

-11 

1 

*3 


3 

0 

1 


0 

0 

/ 


= a -3 + 22 ^ ac +19 


b) O sistema e determinado para A . 

Entao, para a+19^0 =» a e o sistema e 


{ 


2x - y = -1 


4ax - by = 2 


seja indeterminado. 


79) Determine a e b de modo que o sistema 
Para isso, complete e calcule: 

a) O sistema e indeterminado se A f„0 %% e todos os A Xi * , isto 6, A x e A y • 

2 -/ 


b) A = 0 


A x = 0 


A y = 0 


4a - 6 

-1 -/ 
2 -6 

2 -/ 

4a 2 


=-£6.±4a = 0, logo b = 2a. 

= , logo b = ~.2__ e portanto a = . 

= 4.+.4a.f...Q ... , logo a = - / e portanto b = -.. 2 .... ■ 
Entao, o sistema e indeterminado para a = -/ e b = - ^ . 


89) Discuta o sistema 


" 2x + 3y - z = 0 
< 2x + 4y - 3z = a 
_ -y + 2z = b 


Para isso, complete e calcule: 


a) O sistema e determinado se A . 

O sistema e indeterminado se A = (9 e todos os A v - - C? . * 

A i 

0 sistema e impossfvel se A e pelo nienos um A x . ,j(O m . 



2 

3 

-/ 


2 

3 

-/ 


b) A = 

2 

4 

-3 


0 

/ 


= 2(2-2) = 0 


0 

-1 

2 


0 

-/ 

2 


Como A , o sistema pode ser indeterminado ou impossfvel, conforme os valores dos determi- 

nantes A x , A y e A z . 



0 

3 

-1 


0 

0 

-4 

c) A x = 

a 

4 

-3 

= 

a 

-5 

-3 


6 

-1 

2 


6 

5 

2 


2 

0 

-/ 


0 

0 

-/ 

Ay = 

2 

a, 

-3 

= 

-4 

a 

-3 


0 

6 

2 


4 

b 

2 

V 


= - '/(6a + 56 /= -5a -36 


= - /(-4S - 4/z )= 46 +4 a 


2(6 / /x) - 2/x + 26 



2 

3 

O 


2 

3 

O 

^Z - 

2 

4- 

Oj 

= 

0 

1 

a, 


O 

-1 

b 


0 

-1 

b 


d) Como A = 0, o sistema sera indeterminado se A x = 0 e A y = 0 e A z = 0. 

Portanto: A x = = 0 =► a = 

Ay = = 0 => a = 

A z = ..2.2i.±.2.6... = 0 => a = - b_ 

e) Como A = 0, o sistema sera impossfvel se A x =£ 0 ou A y ^ 0 ou A z =£ 0. 

Portanto: A x = r..6.2k..7..6.6... =£ 0 =* a .-6.. 

ou Ay = ..(r.b.b.(l.b2... ^ 0 => a ¥= ,~..b... 

ou A z = ^ 0 => a ¥= 

f) Entao, o sistema e indeterminado para .2:. 7..' .6... e ® impossi'vel para 64..6...Z.6... • 


Exercfcios a resolver: itens 2, 3, e 4, pags. 89 a 90. 


EXERCICIOS 


SEQUfiNCIA A 

1) Resolva os sistemas abaixo: 

- y + z = -3 
2y + 5z = 1 
y - 2z = 0 


a) 


(* : 


r -X + y - z = -1 
b) < 2x - y + z = 4 
x - 2y + 3z = -3 

( -3x + y - z = 5 
-x - 2y + z = -3 
2x + y + z = 0 

t x + y - z = 1 
x - y + z = -1 
-x + y + z = 1 


r -3x + y - z = 5 
e) s -x - 2y + z = -3 
2x + y + z = 0 


f) 


g) 


-2x + y + z = 0 
x - 2y + z = 0 
x + y + 2z = 0 

3x - 2z - w = 4 
2y + z + 3w = -5 
-x + w = -2 
x - 3y + 2w = 11 



2y = 1 
2y = 3 



1) 


( 


2x - 3y + z 
-x + 2y - 2z 
x - y - z 


= -12 
= 6 
= -6 


m) 


4x + 7y + 9z = 12 
2x + 3y + 5z = 10 
x + y + 3z = 9 


n) 


3x - 2y + z = 2 
x + 2y + 3z = 6 
2x - 4y - 2z = -4 


o) 


-2x + 3y + z = 5 
4x - 2y = 0 
2x - 3y - z = -5 


P) 


2x + 3y - z 
x + 2y + 4z 
x - 14z = 0 


2) Determine a e b de modo que seja indeterminado o sistema 

f2x + 2y = b 
\3x + ay = 6 


3) Determine k de modo que seja impossi'vel o sistema 

x + 2y - 3z = k 
3x - y + z = 1 
-2x - 4y + 6z = 4 


f 4x + 2y = 2 
h) 1 6x + 3y = 6 
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4) Discuta os sistemas seguintes, de acordo com os valores de 
seus parametros: 


a) 


r x + 

\ 2x + 


my = 2 
4y = m 2 


2x + 5y - 3z = 1 
b) ^ 4x + lOy + 2z = 5 
6x + 15y - z = k 


c) <1 


d) 


x + y + 
x + ay + 


z + 
z + 


w = 1 
w = 1 


e) 


x + y + az + w = 1 
x + y + z + aw = 1 

x + y + z = 0 
x - y + mz = 2 
_ mx + 2y + z = -1 


x + y + az = 1 

x + ay + z = a 

ax + y + z = a 2 


f x + z = p 
Os y + z = 100 
L -mx + z = 80 

r x + 2y - mz = -1 

g) s 3x - y + z = 4 

L. ~2x + 4y - 2z = k 

r 3x + ay + 4z = 0 

h) < x + y + 3z = -5 

2x - 3y + z = b 

r x - 2y + 3z = -4 

i) < 5x - 6y + 7z = -8 
^ 6x - 8y + pz = q 


RESPOSTAS 

1) a) V = {(-1, 3, 2)} 

b) V = {(3, 0, -2)} 

c) V = {(-1, 2, 0)} 

d) V = {(0, 1, 0)} 

e) V = {(-1, 2, 0)} 

f) V = {(0, 0, 0)} 

g) V = {(2, -3, 1, 0)} 

h) V = 0, sistema impossivel 

i) V = 0, sistema impossivel 

j) V = 0, sistema impossivel 

l) V = {(4z - 6, 3z, z)} 

m) V = {(17 - 4z, z - 8, z)} 

n) V = {(2 - z, 2 - z, z)} 

o) V = {(^, z)} 

p) V = {(14z, -9z, z)} 


2) a = 3 e b = 4 


3) k ^ -2 


4) 


a) 


b) < 


c) 


d) 


' m ^ 2 =► A ^ 0 

sistema possivel e determinado 
m = 2 => A = 0 e A x = 0, Ay = 0 
sistema indeterminado 

como A = 0, para k ^ 6 
sistema impossivel 
como A = 0, para k = 6 
sistema indeterminado 

^ 1 => A ¥=0 

sistema determinado 
= 1 => A = 0 e 

sistema indeterminado 


A Xi 0 

A Xi = 0 


A Xi = 0 


rn^O e m^l => A 0 

sistema possivel e determinado 
m = 0 => A = 0 e 3 A x . =£ 0 

. . * i 

.. sistema impossivel 

m = 1 => A = 0 e A x . = 0 
sistema indeterminado 


e ) < 


a^l e a^-2 =► A =£ 0 

sistema possivel e determinado 
1 =» A = 0 e A Xi = 0 

sistema indeterminado 
-2 =► A = 0 e 3 A Xi =£ 0 
sistema impossivel 


m =£ -1 => A ^ 0 

sistema possivel e determinado 
0 ^ m = -1 e p = 80 => A = 0 e 

sistema indeterminado 
m = -l e p ^ 80 => A = 0 e 3 A x 

V. sistema impossivel 


A Xj = 0 


¥= 0 




A =# o 

sistema possivel e determinado 


g) < 


m = y e => A = 0 e3 & Xi #o 

sistema impossivel 

3 

m = -y e k = -6 


A = 0 e A Xi = 0 


sistema indeterminado 


h) < 


a =£ -2 => A =£ 0 

sistema possivel e determinado 
a = -2 e b ^ 5 

sistema impossivel 
a = -2 e b = 5 => A = 0 e 
sistema indeterminado 


A = 0 e 3 A X j ¥* 0 


A Xi = 0 


i) <| 


P t 6 10 => A =£ 0 

sistema possivel e determinado 
p = 10 e q ^-12 => A = 0 e 3 A Xi =£ 0 

sistema impossivel 
p = 10 e q = -12 =» A = 0 e 

sistema indeterminado 


A Xi = 0 
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Analise Combinatoria 



a) se familiarize com as tgcnicas de calculo com fatoriai de 
um numero. 

b) esteja apto a resolver os problemas da analise combinatdria 
(permutapdes, combinapoes e arranjos) atraves da resolupao 
de um unico problema fundamental. 

c) adquira as t£cnicas e habilidade necessarias a resolupao 
desses problemas. 


FATORIAL 

62. DeHn^ao: 

Seja n um numero natural maior que 1. 

Chama-se n fatoriai ou fatoria! de n e se indica n! o produto dos n numeros naturais 
consecutivos de 1 a n. 

Assim: 

n! = 1 • 2 • 3 • • (n - 2) • (n - 1) • n 
ou n! = n • (n - 1) • (n - 2) • • 3 • 2 • 1 


Por conven5fo: 0! = 1 e 1! = 1 
63. Aplica 9 ao: 

1?) Assinale as afirma50es corretas: 

a. (X ) 4! = 4 • 3 • 2 • 1 = 24 

b. ( ) 4! = 3-2 - 1 = 6 

c. (X) 8! = 8- 7- 6- 5-4- 3- 2-1 

d. (X) 9! = 8! • 9 

e. ( ) 9! = 8! -7 
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f. (X) 7! = 7.6.5! 

g. (X)-|}-^L 

h - (x) -jf=7-6 

7! 

i- ( )tt=6 


13! 

13-12-11-10! 

10! " 

10! 

13! 
10! " 

13-12- n . 10 

13! 

10! 

13-12-11 

9! 

1 

12! " 

12- 11 - 10 

9! 

1 

12! “ 

12-11-10-9 


p- (x) 10! =iy 

q. (X) (n-3)! = (n - 3)-(n - 4)-(n - 5)- ... -3-2-1 

r. (X) 2n! = 2n - (2n - 1) - (2n - 2) • ... -3-2-1 

s. (X) (n+1)! = (n + 1) . n - (n-l)-(n-2)! 

t fv"! (n+ 1)! __ (n+ l)-n-(n- 1)! 

(n-1)! 07TT)j 


2?) Complete: 


15! J5-J.4- 13! 


a) 13! " 


b) 


n! 


13! 

3.. -fa- 


in - 2)! 


(n-2)! 


= J.§.d£..Z..ZiQ... 

— - 2)! = 

= .r..(Z.%± t}:..2%.z.4.z£±£& 



\ (2n + 1)! / '27UfaL22L ■ 

' , (2n-l)!- J 

d) i n - 3 > ! - /ig-iy/ / - / 

^ n_1 ^ (n-lj. (n-2). ( 71 - 3 )/ (n-/). (n-2) 7^-37^72 

•>btj 5i - * n - (2 0i,r 2,! - 


g) 


n • (n - 4)! 
n! 


-Tg-, (n^JJj 


■•J 71- -f). (n-2). f 71-3). (72, -4)f 

h) n! + (n - 1)! = - ( t£-£ ) + (n - 1)! = (n - 1)! ( + X ) 




fn-fj. (tz -2J. -3) 


i) (n + 1)! + (n - 1)! = ( #// ) - n - ( )! + (n - 1)! = (n - 1)! - [ ] = (&:lJSfaj.Z7/J 

j) (n + 3)! - n - (n + 2)! = ( jug. ) * ( 7U.Z )! - n - (n + 2)! = (n + 2)! [ ] = ../.&.±2).Ld 

1) 2n - (n + 1)! - n! = .r.^. 
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Exercfcios a resolver: itens 1 e 2, pdg. 106. 


PROBLEMAS DE CONTAGEM 


64. 0 objetivo da Analise Combinatoria, neste volume, e contar de quantos modos se pode escrever um conjunto 
E, com n elementos distintos ou nao, mudando a ordem de seus elementos. 

Em particular, podera interessar: 

I - Contar o numero de subconjuntos de um conjunto E\ com n elementos distintos, que se pode escrever 

com x elementos (x < n) tais que dois desses subconjuntos se diferenciem pelo menos por um de seus 
elementos. 

II — Contar o numero de subconjuntos de E’ que se pode escrever com x elementos (x < n) tais que dois desses 

subconjuntos se diferenciem pelo menos por um elemento ou pela ordem desses elementos. 

65. Veja, nao esta nos interessando escrever todos esses conjuntos mas sim saber o numero deles. 

Enquanto que na Teoria dos Conjuntos vimos que num conjunto nao se repetem elementos e que dois conjuntos 
nao se diferenciam pela ordem de seus elementos, aqui, no problema da contagem, os conjuntos podem ter elementos 
repetidos e dois deles podem se diferenciar pela ordem de seus elementos. 

66. Conjunto Dep6sito 

Definiremos conjunto depdsito como sendo o conjunto cujos elementos estao agrupados de acordo com 
uma caracterfstica comum. 

Esses agrupamentos serao chamados celas, isto e, cela e um agrupamento de elementos que tem uma 
mesma caracterfstica. 

Por exemplo, consideremos o conjunto formado pelas letras da palavra ESCREVER, que sera indicado por: 
E = {E, S, C, R, V} (na Teoria dos Conjuntos) e por E = {(E) 3 , (S)i, (C)i, (R) 2 , (V)i) (conjunto deposito), 

onde (E) 3 e a cela da letra E, com 3 elementos 

(S)! 6 a cela da letra S, com 1 elemento 

(C)i e a cela da letra C, com 1 elemento 

(R) 2 6 a cela da letra R, com 2 elementos 

(V)! e a cela da letra V, com 1 elemento 

e 3+l+l+2+l=8 eo numero de letras da palavra ESCREVER. 


67. 


Complete voce, escrevendo o conjunto deposito em cada uma das situasoes abaixo: 

a) Da palavra ARARA: 

E = {(A) j , (R) ^ }, onde % S m + 2 = 5 e o numero de elementos de E. 


b) Da palavra MATEMATICA: 

E = {(M)2 , ( A. , ( T ) ? , ( £. ) / , ( /. ) / , ( C ) /} onde 
e o numero de elementos de E. 

c) Da palavra BARCO: . , 

E = { }. onde w+t +s+f « 5 

6 o numero de elementos de E. 
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e o numero de elementos de E. 


d) Do numero 3532: 


E = {( 3 ).£ » ( )'Y> ( ) /}, onde 

e) Do numero 454524: 

E = }, onde 


e o numero de elementos de E. 


f) Quando com 17 alunos se deseja formar uma equipe de 5 alunos de todos os modos possfveis: 

Neste caso, os alunos deverao ser agrupados de acordo com as caracterfsticas: participam da equipe (P) e 
nao participam da equipe (N). 


Assim: 


E - {(P),g > (H)/ £ }, onde 5+12=17 e o numero de elementos do conjunto E. 

g) Quando com 21 alunos se deseja formar equipes de 6 alunos de todos os modos possfveis: 

E = { ^?. > /&}, onde e o numero de elementos de E. 

h) Quando com os algarismos 3, 4, 5, 6, 7 se deseja formar numeros com 3 algarismos: 

Neste caso, como o valor relativo de um algarismo varia conforme a sua posi 9 §o, teremos um algarismo com a 
caracterfstica unidade (U), um algarismo com a caracterfstica dezena (D) e um algarismo com a caracterfstica 
centena (C) formando o numero, e dois algarismos que nao participarao (N) desse numero. 

Portanto: E = {(C) , , (D) ( (U) (N) onde e o numero de 

elementos de E. 


i) Quando com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 7 se deseja formar numeros com 2 algarismos: 

E = { /..« £.!. }» °nde e o numero de elementos 

de E. 


CONTAGEM DAS DIFERENTES MANEIRAS DE SE ESCREVER UM CONJUNTO 
MUDANDO A ORDEM DE SEUS ELEMENTOS 


Seja o conjunto E = {a 1? a 2 , a x , b l5 b 2 , b y , p lf p 2 , p z } ou 
E = {(A) x , (B) y , (P) z } 

onde x + y + ... + z = neA 6a caracterfstica comum dos elementos a u a 2 , a x 

B 6 a caracterfstica comum dos elementos b 1? b 2 , ... b y etc. 
P 6 a caracterfstica comum dos elementos p 1# p 2 , p z . 


68. O numero de maneiras diferentes de se escrever o conjunto E mudando a ordem de seus elementos 6 dado pela 
rela9ao: 

l n ) = al 

V X, y ... z j x! y! ... z! 

69. Esse numero obtido por essa rela 9 ao nada mais e do que o obtido pela contagem das bije 9 oes de F = {1, 2, ... n} 

em E = {(A) x , (B) y (P) z ), onde x + y + ... + z = n, observando que contar as diferentes maneiras dese 

escrever o conjunto E e contar o numero de bije 9 oes de F em E com a conven 9 ao de que bije 9 $es que trocam 
imagens de uma mesma cela serao contadas uma s6 vez, pois os conjuntos imagens ordenados obtidos sao os 
mesmos. 


70. Observe os exemplos: 

1? exemplo: Seja o conjunto E o conjunto da palavra AM E, isto e, 
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E = {A, M, E} = {(A),, (M)„ (E), }, onde 1 + 1 + 1 = 3. 

0 numero de maneiras de se escrever o conjunto E dado por 

/ n \ n! , f 3 \ 3! 3-2-1 

[x, y ... zj x! y! ... z! 6 y 1 , 1, 1 y 1! 1! 1! 1 

Esse numero 6 e tambem obtido pela contagem das bijetjoes de F = {1, 2, 3} em E. 

De fato, representemos as bijesoes de F em E por esquemas de flechas: 


F E 




e f, ={(1, A), (2, M), (3, E)} 
Im(f, ) = { A, M, E} 


f 2 ={(1, A), (2, E),. (3, M)} 
Im(f a ) = {A, E, M} 


fa ={(1, M), (2, A), (3, E)} 
Im(f 3 ) = {M, A, E} 


f 4 = {(1, M), (2, E), (3, A)} 
Im(f 4 ) = {M, E, A} 


F E 



fs = {(1, E), (2, A), (3, M)} 
Im(f s ) = {E, A, M} 


F 


E 



f« = {(1, E), (2, M), (3, A)} 
Im(f 6 ) ={E, M, A} 


Portanto, temos 6 bije 9 oes que nos dao 6 conjuntos imagens ordenados que sao as 6 diferentes maneiras de se 
escrever o conjunto E = {A, M, E} ou E.= {(A) ls (M) ls (E)! }. 

2? exemplo: Seja o conjunto das letras da palavra A M A, isto e> 

E = {A, M, A} ou E = {(A) 2 , (M>! }, onde 2+1=3. 

O numero de maneiras de se escrever o conjunto E dado por 

De fato, repres°ntemos as bije 9 oes de F = {1, 2, 3} em E por esquemas de flechas: 


f* = {(1, A), (2, A), (3, M)} 
e Im(f!) = {A, A, M} 


F E 



F E 



f 2 = {(1, A), (2, A), (3, M)} 

e Im(f 2 ) = {A, A, M}, que e o mesmo conjunto ImCfj), 
pois houve troca de imagens de uma mesma cela. 


F E 



e 


f 3 = {(l,M),(2, A), (3, A)} 
Im(f 3 )={M,A,A} 
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F 


E 



U = {(1j M), (2, A), (3, A)} 

e Im(f 4 )= {M, A, A},que e igual ao conjunto Im(f 3 ), pois 
houve troca de imagens de uma mesma cela. 



e 


f 5 = {(1, A), 
Im(f s ) = {A, 


(2, M), (3, A)} 
M, A} 


F E 



f« = {(1, A), (2, M), (3, A)} 

e Im(f 6 ) = {A, M, A}, que 6 igual ao conjunto Im(f s ), pois 
houve troca de imagens de uma mesma cela. 


Portanto, temos 6 bijesSes, isto e, 6 conjuntos imagens ordenados que nos deram 3 modos de se escrever o 
conjunto E. 

Por esse motivo convencionamos que bije95es que trocam apenas imagens de uma mesma cela serao contadas 
uma so vez, pois os conjuntos imagens ordenados obtidos sao o mesmo. 


3? exemplo: Com 3 alunos, A, B e C, deseja-se formar uma equipe de 2 alunos. De quantos modos podemos 
formar essa equipe? 

Para resolver esse problema, vamos dar ao aluno A a ficha m , ao aluno B a ficha s e ao aluno C a ficha 
m. e vamos agrupar os alunos de acordo com as caracterfsticas: participam da equipe (P), nao participam 
da equipe (N). 

Assim: a cela (P) tern 2 alunos. 
a cela (N) tern 1 aluno. 

o conjunto deposito e E = {(P)?, (N)j}, onde 2+1 =3. 

0 niimero de modos de se formar a equipe dado por 

(x, y ... z ) = x! y! ... z! 6 (2,1) = ^TTr =3 ’ 

que e tambem o numero de maneiras diferentes de se escrever o conjunto E e tambem o numero de bije 9 oes de 
F = {1, 2, 3} em E, com a conven 9 ao adotada. 

De fato, representemos essas bije95es por esquemas de flechas: 


97 


F 


E 






ft = {(1, P), (2, P), (3, N)}, Im(fi) = {P, P, N} 
e portanto participam da equipe os alunos A e B e nao 
participa o aluno C. 


fa = {(1, P), (2, P), (3, N)}, Im(f 2 ) = {P, P, N}, 
que e o mesmo conjunto ordenado Im (fj), pois houve troca 
de imagens de uma mesma cela e portanto participam da 
equipe os alunos A e B e nao participa o C, o que nos da a 
mesma equipe anterior. 


f 3 = {(1, N), (2, P), (3, P)},lm(f 3 ) = {N, P, P} 
e portanto participam da equipe os alunos B e C e nao 
participa A. 


f 4 = {(1, N), (2, P), (3, P)}, Im(f 4 ) = {N, P, P}, 
que e o mesmo conjunto ordenado Im (f 3 ), pois houve troca 
de imagens de uma mesma cela e portanto participam da 
equipe os alunos B e C e nao participa A, o que nos da a 
mesma equipe anterior. 


f 5 = {(1, P), (2, N), (3, P)}, Im(f 5 ) = {P, N, P} 
e portanto participam da equipe os alunos A e C e nao 
participa B. 


f 6 = {(1, P), (2, N), (3, P)}, Im (f 6 ) - {P, N, P}, 
que e o mesmo conjunto ordenado Im(f s ), pois houve troca 
de imagens de uma mesma cela e portanto participam da 
equipe os alunos A e C e nao participa B, o que nos da a 
mesma equipe anterior. 


Portanto, pela conven 9 ao adotada, das 6 bije 90 es serao contadas apenas 3 bije 90 es e portanto 3 modos diferentes 
de se escrever o conjunto E ou 3 modos diferentes de se formar uma equipe de 2 alunos. 
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71. Aplica^ 0 ' 

1?) Quantos anagramas podemos escrever com as letras da palavra RET A (isto e, de quantos mQdos se pode 
escrever o conjunto das letras da palavra RETA)? 

Entao: 

a cela (R), da letra R, tem elemento 

a cela (E), da letra E, tem elemento 

a cela (T), da letra T, tem elemento 

a cela (A), da letra A, tem elementc 

o conjunto deposito associado e E = {(R) (E) (T) /9 (A) ^}, onde 1 + , # / a + = 4, 

que e o numero de letras da palavra RETA. 


0 numero de anagramas dado por 
n! 


n 

x,y ... z 


x! y! ... z! 


[ 4 \ = 24 

\u.l.,.±,J..j = //////// 


2?) Quantos sao os anagramas da palavra ARARA? 

Entao: 

a cela (A), da letra A, tem m 3 a elementos 
a cela (R), da letra R, tem 2 elementos 

v ’ ^ j f/pj 

o conjunto deposito associado e E = { }, onde + 2 = 5, que e o numero 

de letras da palavra ARARA. 


0 numero de anagramas dado por 


n 

x,y ... z 


n! 


x! y! ... z! 


3,| 


34 2 4 


5.4 

2 


= / 0 


3?) De quantos modos podemos formar uma equipe de 8 alunos numa classe de 12 alunos? 

Entao: 

a cela (P), dos que participam da equipe, tem alunos 
a cela (N), dos que nao participam da equipe, tem alunos 

o conjunto deposito e E = {( ) g, ( .1/.. ) 4 }, onde = 12, que e o numero de alunos. 

0 numero de modos de se formar as equipes dado por 


n 

x, y ... z 


71! 


.v«y. 


12 \ 42 f 42 . H. 10.9 _ AQ/j 

"'£ 4 = '. 111 .. 


4?) Quantos numeros de 3 algarismos distintos podemos formar usando os algarismos 1, 2, 3, 5, 9? 

Entao: 

cada numero tem 3 m algarismos. 

a cela (U), da unidade, tem algarismo 
a cela (D), da dezena, tem ##M / algarismo 
a cela (C), da centena, tem algarismo 
a cela (N), dos que nao participam, tem algarismos 

0 conjunto deposito associado e E = {( C ) /, ( O ) ) /> ( ) £}> onc ^ e 

= 5 . 

O total de numeros de 3 algarismos que podemos formar usando os algarismos 1, 2, 3, 5, 9 dado por 


n 

x, y ... z 


71/ 




/, /, /, 2. 


54 


4/4/4/24 


5 . 4 . 3-60 
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5?) Quantos sao os anagramas da palavra LIVRO que contain com a letra L? 


Como cada anagrama come 9 a com a letra L, basta calcular o numero de modos de se escrever o conjunto 

a v, r, o}. 


Entao: 


a cela (I), da letra I, tern elemento 

a cela (V), da letra V, tern ^ elemento 

a cela (R), da letra R, tern elemento 

a cela (0), da letra O, tern . elemento 


o conjunto deposito associado e E = {( / ) /, ( ^ ) /, ( & ) / , ( 0 ) / }, 0 nde // 
./// / = 4 . •••• 

O numero de anagramas que come 9 am com a letra L dado por 





y f v f 7 f e 

A# jr • t * * 4- • 


4 

/. /. /. / 


44 

//////// 


= 24 


6?) Quantos sao os anagramas da palavra LIVRO que come 9 am com uma consoante? 
Cada anagrama devera come 9 ar com a consoante L ou V m ou . 

Assim: 

Come 9 ando com a consoante L, temos: 


e -{(.L)/,(. vf.)/,(.£)^, (.(?.)/} 

Come 9 ando com a consoante V, temos: 

E = {(L)/,(7. )/,(£ )/>(.<?.)/} 

Come 9 ando com a consoante R, temos: 

E = {( L )/, ( 1 . )/, ( v . )/ , ( 0 . )/} 


e o numero e 


e o numero e 


e o numero e 


' A. 
J.,..L.L,.L 




4 

aJLajl 


= 4f* 24 


= 4f~ 24 


= . 41 .*. £ 4 ... 


Portanto, o numero de anagramas que contain com uma consoante (L ou V ou R) e 3 • 24 = 72 


7?) Considere a palavra PAPAI e calcule: 


a) Quantos sao os anagramas dessa palavra? 

b) Quantos sao os anagramas que contain com a letra I? 

c) Quantos sao os anagramas que contain com a letra A? 

d) Quantos sao os anagramas que terminam em PI? 

e) Quantos sao os anagramas nos quais as letras PI, nessa ordem, aparecem juntas? 

Assim, resolvendo, voce tern: 


a) 0 conjunto deposito associado e: E = {( .P )✓?, ( £ )£, ( ) f], onde 2.. + .2.. + = 5- 


O numero de anagramas e 




3f _ >5./. 3 


..2./..2.'./.L...:.. 2... 


= 30 


b) 0 conjunto deposito associado e: E = {( P ) ?, ( )^}, onde J?.. + 2.. = 4- 


0 numero de anagramas e 


A. 

Z 2.. 


4! 


4^3 


- 6 


" ..2i.zf.. : 2 ., 

c) O conjunto deposito associado e: E = {( .P )j?, (A) j, ( Z. ) p.onde 2.. + 1 + .4... = 4. 
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O numero de anagramas e 


A. 

..2, J., J. 


= ..2nuL.:±±:JL 


d) O conjunto deposito associado e: E = {( f , ( xfi )j?}, onde , + £ = 3. 


0 numero de anagramas e 


..a. 

j,.z. 


3J 




r-3 


e) Pelo item anterior, os anagramas que terminam em PI sao 3. 

Observe que PI, nessa ordem e juntas, podem vir tambem no corner do anagrama ou entre as ietras 
P, A, A da palavra PAPAL Assim, o numero de anagramas sera 4 • 3, pois PI pode ocupar 4 lugares 
diferentes em cada anagrama do item anterior. 

Temos portanto 12 anagramas onde as Ietras PI aparecem juntas nesta ordem 


8?) Quantos sao os anagramas da palavra NIVEA que contain com consoante e terminam em vogal? 
Cada anagrama devera come 9 ar com N ou V e terminar com I ou E ou A. 

Os anagramas que cqme 9 am por exemplo com N e terminam com A sao calculados associando o conjunto 
deposito E = {( ) ) /, ( .£ )y}, onde = 3 

a! 


e o numero de anagramas e 


..a. 

1,2,1. 


MAIL 


- 6 


Como temos 2 consoantes e 3 vogais, o total de anagramas que contain por consoante e terminam por 
vogal e 2*3=6 vezes o numero acima, 


ou seja, 2*3* 



= 36 


9?) Quantos numeros pares de 4 algarismos distintos podemos formar com os algarismos 1, 2, 3, 4, 7 e 9? 

Usando esses algarismos, os numeros pares terminam em ..J? ou isto e, o algarismo das unidades 
deve sempre ser .2.. ou .4-... • 

Calculemos, entao, o total dos primeiros pares que terminam em 2, restando os algarismos 1, 3, 4, 7 e 9 
para compormos os numeros. 


Entao: 


a cela (D), da dezena, tern algarismo 
a cela (C), da centena, tern algarismo 
a cela (M), da unidade de milhar, tern mm £ m algarismo 
a cela (N), dos que nao participam, tern .2.. algarismos 

e o conjunto deposito associado e E = {( M ) / , ( ,Q. )j> ( D. ( .A(. )£}> 
onde + ..2. = 5. 

0 total de numeros pares que terminam em 2 e 



.J5l. 

. 2 . 


5! 


.JA./JJA.2.L 


3 . 4.3 - 60 


Observe que o total de numeros pares que terminam em 4 e tambem ,2Q.. • 


Portanto, o total de numeros pares de 4 algarismos que podemos formar com os algarismos dados 

Z...J2Q. • 
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10?) Quantos numeros de 3 algarismos distint podemos formar usando os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5? 
Para isso complete: 

cada numero tem .3.. algarismos 
a cela (U), da unidade, tem algarismo 
a cela (D), da dezena, tem algarismo 
a cela (C), da centena, tem ./_ algarismo 

a cela (N), dos algarismos que nao participam, tem .3.. algarismos 

o conjunto deposito associado e E = {(£..) ^ ,(£.) ^ , ( (J... )/. * )$ m )> onde ./ + + /..+ 35. = 

' = 6 . 


0 total 6 




6- r 6.5.4- 120 

LULU3.L.:.. 


Observe que nesse total estao incluidos os numeros com o algarismo 0 (zero) na centena e portanto sao 
numeros de 2 algarismos que devem ser excluidos desse total. 

Assim, vamos calcular quantos sao os numeros que tem o algarismo zero na centena. Fixado o zero, restam 
os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 e o conjunto deposito associado e E = {( ^ , ( JJ %% ) ^ ^ }, onde 

+ . 3 .. = 5 


e o numero e 




5f 


.1.UJ.AL 


= 5.4-20 


Portanto, o total de numeros com 3 algarismos e £20... “ ..20... - f.Q.Q.. • 


Observa 9 ao: esse problema podera ser resolvido calculando-se o total de numeros de 3 algarismos quando 
se fixa para o algarismo da centena qualquer algarismo diferente de zero e multiplicando-se 
o resultado obtido por 5. 


11?) Entre 9 pessoas, de quantos modos podemos formar uma comissao de 4 membros, onde uma delas ocupa 
o cargo de presidente e uma outra o cargo de secretario? 

Assim: 

a cela (Pr), do presidente, tem 2... pessoa 
a cela (S), do secretario, tem 2... pessoa 
a cela (P), dos outros participantes, tem 2.. pessoas 
a cela (N), dos que nao participam, tem 2... pessoas 

o conjunto deposito associado e E = {(/?£ ) { , ( ^ , ( .0.. )£> ( (2.. }> onde ./.. + ./.. + 2. + 2. = 

= 9. 

O numero de modos de se formar a comissao e 

.a.. \ 9! g.8.7.4 3 , 

J..M £.,&.) ’ i!J.LZ!.S.L : & 



12?) De quantas maneiras podemos formar uma comissao de 5 pessoas com 5 rapazes e 7 mochas de modo que: 

a) na comissao haja pelo menos um rapaz. 

b) na comissao haja apenas dois rapazes. 

c) na comissao haja no maximo dois rapazes. 

Assim, resolvendo vem: 

a) Devemos calcular o total de modos de formar comissao de 5 pessoas com as 12 pessoas e desse total 
retirar o numero da comissao composta so de mo 9 as. 
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Assim, voce tem 12 pessoas e: 


a cela (P), dos participantes, tem pessoas 

a cela (N), dos nao participantes, tem pessoas 

o conjunto deposito e E = {( P)^, ( /V ) y} 9 onde = 12 


o numero e 


.12.. \ _ 12.' _ S2.//./0. 9.8 ryQp 

-6,:. 7.) = .51.7/...'.. 5,4,3., .2. 


Desse total devemos tirar o numero de modos de se formar uma comissSo de 5 mo^as, pois nela havera 
zero rapaz. 

Assim, voce tem 7 mo 9 as e: 


a cela (P), dos participantes, tem £ mo 9 as 
a cela (N), dos nao participantes, tem 2.. mo 9 as 

o conjunto deposito associado e E = {( P , ( J\f m% )g }, onde + £ mm = 7 


o numero e 


..z. 

.5,2. 


7 / 


51.21 £ 


z^L 


21 


Portanto, o numero de modos de se formar uma comissao onde haja pelo menos um rapaz e 7&Z. * 

-...2S.=.Z7L.. 


b) Como queremos uma comissao de 5 pessoas onde haja apenas 2 rapazes, teremos a comissao formada 
sempre por 2 rapazes e 3 mo 9 as. 

Devemos entao calcular: 


I — o numero de modos de se escolher 2 dos 5 rapazes: 
a cela (P), dos que participam, tem rapazes 
a cela (N), dos que nao participam, tem m 3. rapazes 


o 


o 


conjunto deposito associado e E = {( )^?, ( /V )^}, onde A... + ,3.. = 5 

. 5 .. \ . < 5 .** . 

2,3J " .2131 L. 


numero e 


10 


II — o numero de modos de se escolher 3 das 7 mo 9 as: 

a cela (P), das que participam, tem m 3.. mo 9 as 
a cela (N), das que nao participam, tem mo 9 as 

o conjunto deposito associado e E = {( £> m )^, ( onde 3... + A... = 7 


o numero e 



7 / 


7.4.5 _ 


AfcZ 


= 35 


III — cada uma das 10 maneiras de se escolher 2 rapazes deve ser completada com 3 mo 9 as que podem 
ser escolhidas de 35 maneiras diferentes. 


Portanto, o numero de modos de se formar uma comissao de 5 pessoas onde haja apenas 2 rapazes 
sera o produto 10 • 35 = • 


c) Como queremos formar uma comissao de 5 pessoas onde haja no maximo 2 rapazes, teremos comissoes 
formadas por 0 (zero) rapazes e 5 mo 9 as ou 1 rapaz e 4 mo 9 as ou ainda 2 rapazes e 3 mo 9 as, cujo 
calculo se faz como no item b. 

Assim, devemos calcular: 
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I - o numero de modos de se formar uma comissao com zero rapazes e 5 mofas, ou seja, comissao 
de 5 mofas: 


o total de mofas e 7. 
a cela (P), das participantes, tem mo 9 as 
a cela (N), das nao participantes, tem J... mo^as 


o conjunto deposito associado e E = {( P. )*;, ( /V ) 2 } e 5 + 2. - 7 


o numero e 


.7... 

.5,. 2. 


7! 


_ 7. 


.5 '2f ~ 2 


= 21 


II - o numero de modos de se formar uma comissao com 1 rapaz e 4 mo^as: 

o total de rapazes e e o total de mo?as 6 .7 
a cela (P), dos rapazes participantes, tem rapaz 
a cela (N), dos rapazes nao participantes, tem rapazes 
a cela (P), das mofas participantes, tem 4... mo^as 

a cela (N), das mo 9 as nao participantes, tem 75.. mo 9 as 

Os conjuntos depdsitos associados sao: 

E = (( .R.. )/. . ( N.. )4 }» °nde J + 4 = 5 

E ’ = {( R. )/ . ( /y. )■} }, onde 4... + 6... = 7 


o numero e 



Zi 


■5/ 7/ >r 

77.J..L.l47dL~l 


7^5 


~/76 


III - o numero de modos de se formar uma comissao com 2 rapazes e 3 mo 9 as: 

a cela (P), dos rapazes participantes, tem 2.. rapazes 
a cela (N), dos rapazes nao participantes, tem 3 .. rapazes 
a cela (P), das mo 9 as participantes, tem 3... mo 9 as 
a cela (N), das mo 9 as nao participantes, tem % 4... mo 9 as 

os conjuntos depositos associados sao: 


E = (( .R. )j£, ( /V >3}, onde + & = 5 

E ’ = {( R... )j > ( 17.. }. onde + A = 7 


o numero e 



• 5 / 

.27.3.7. 


7/ 

.37.4./.. 


350 


Portanto, o numero total de modos de se formar uma comissao onde haja no maximo 2 rapazes 
e dado pela soma 21 + 175 + 350 = 


13?) De quantas maneiras podemos dispor 10 pessoas em 3 salas A, B e C de modo que: 

a) 5 pessoas fiquem na sala A, 3 pessoas na sala B e 2 pessoas na sala C. 

b) 5 pessoas fiquem numa das salas, 3 pessoas em outra e 2 em outra sala indistintamente. 
Assim, resolvendo vem: 

a) a cela (A), das pessoas que ocuparao a sala A, tem pessoas 

a cela (B), das pessoas que ocuparao a sala B, tem . 3 , pessoas 

a cela (C), das pessoas que ocuparao a sala C, tem £.. pessoas 

o conjunto deposito associado e E = {( ) & , ( £ )^ , ( Q 0 nde + .£. = 10 


o numero e 


JO. 

.5., .a., 2. 


10; 


673727.1 OlZA. 


= 2520 
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b) Pelo problema anterior, colocando-se 5 pessoas na sala A, 3 na sala B e 2 na sala C temos um total de 
2520 modos. 

Como queremos colocar 5 pessoas numa sala, 3 na outra e 2 na outra, indistintamente, devemos calcular 
o numero de modos de se escolher as 3 salas A, B e C. 


Assim, E = {(A)!, (B) {) (C)i} e o numero e 


1 , 1 . 


3! 


1 ! 1 ! 1 ! 


= 6 


Portanto, o numero total de modos de dispor as 10 pessoas, 5 numa das salas, 3 em outra e 2 em outra, 
indistintamente, e 


6 • 2520 = 15120, isto e, 


3 

1 , 1,1 


10 ) - 

'> 3, 2y 


15120. 


14?) Sejam duas retas res paralelas. Quantos triangulos se pode construir considerando 5 pontos distintos 
pertencentes a reta r e 8 pontos distintos a reta s? 


I — Calculo do numero de modos de se agrupar 3 pontos dos 5 + 8 = 13 pontos: 
Assim: 

a cela (P), dos que participam, tern A. pontos 
a cela (N), dos que nao participam, tern pontos 

o conjunto deposito associado e E = {( P m , ( /V ) /£?}, onde At. + %% iO % 


o numero e 



/3! 

= JtfJSUL 


// 




236 


13 


II — Nesse total estao inchridos os agrupamentos de 3 pontos alinhados das retas res que nao formam 
triangulos. Portanto, devemos calcular o numero desses agrupamentos e tira-los do total 286. 

Assim: 


a cela (P), dos pontos da reta r que participam, tern pontos 

a cela (N), dos pontos da reta r que nao participam, tern A. pontos 

a cela (P), dos pontos da reta s que participam, tern A.. pontos 

a cela (N), dos pontos da reta s que nao participam, tern A.. pontos 


os conjuntos depositos sao: 


E ={(£.) 3, (#..)£}, 

e 

E* = {(£. )£,(. )&}, 

o numero e 


f ..5.. ' 

{. a ,. 2 ., 


onde + J? = 5 


on( l e ..'5. + A. = 8 



= 

3 ! 2 ! 


+ SL = 

3 / 3 / 




Portanto, o numero de triangulos que se pode construir e - 




Exercicios a resolver: itens 3 a 25, pags. 106 e 107. 
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EXERCI'CIOS 


sequEncia A 


1) Simplifique e calcule: 


a) 

b) 

c) 


18! 
20 ! 
15! 7! 
5! 14! 
3! 12! 
11! 4! 


d) 


e) 


15! - 13! 

13 • 12! 

18! + 17! 3 
17!- 16! 10 


0 


n! 

(n + 1)! 


g) 


n! 

n • (n - 2)! 


5! (n + 1)! 
' (n + 2)! 4! 


i) n! + (n + 1)! 


j) 2n! - (2n + 1)! 


m) 


(3n-2)!n-(3n-l)!n 
(3n - 1)! 

2n! - (2n + 1)! 

2n! 


, (n + 4)!-(n + 2)! 12 

n) n + 7 

(m + 1)! + m! 

o) m! + (m - 1)! 2 


2) Mostre que: 


fn!) 

a) (dnr + n! = (n+1)! 

(m + 1)! - (m - 1)! 6 


b) 


(m-l)[(m-l)!-(m-2)!] 


= m + 3 


3) Considere a palavra JESUfTA e calcule: 

a) o total de anagramas que podemos escrever. 

b) o numero de anagramas que comegam por J. 

c) o numero de anagramas que comegam por consoante. 

d) o numero de anagramas que comegam por consoante e 
que terminam por vogal. 

e) o numero de anagramas onde as letras I, T, A aparecem 
juntas nessa ordem. 

0 o numero de anagramas onde as letras I, T, A aparecem 
juntas em qualquer ordem. 


4) Considere a palavra CICLO e calcule: 

a) o total de anagramas que podemos escrever. 

b) o numero de anagramas que comegam por consoante. 

c) o numero de anagramas que comegam por consoante e 
terminam por consoante. 

d) o numero de anagramas onde as letras C, I, C aparecem 
juntas nessa ordem. 

e) o numero de anagramas onde as letras C, I, C aparecem 
juntas em qualquer ordem. 


5) Considere a palavra BARRACA e calcule: 

a) o total de anagramas que podemos escrever. 

b) o numero de anagramas que comegam por vogal e ter- 
minam por vogal. 

c) o numero de anagramas onde as letras A, R, C, A 
aparecem juntas, nessa ordem. 

6) Calcule o total de numeros de 2 algarismos distintos que 
podemos formar com os algarismos 1, 3, 4 e 5. 

7) Calcule quantos numeros de 4 algarismos distintos podemos 
escrever com os algarismos 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8. 

8) Calcule quantos numeros de 5 algarismos podemos escrever 
com os algarismos 2, 4, 5, 7, sabendo que o 4 ocupa duas 
posigdes em cada numero. 

9) Calcule o total de numeros fmpares de 3 algarismos distintos 
que podemos formar com os algarismos 1, 2, 4, 5 e 9. 

10) Calcule o total de numeros de 4 algarismos distintos que 
podemos formar com os algarismos 0, 1, 2, 3, 5 e 8. 

11) Quantos numeros maiores que 1000 podemos formar com os 
algarismos 0, 1, 2, 3, 4 e 5? 

12) Num jogo, um jogador recebe 3 cartas de um baralho de 
52 cartas. De quantos modos diferentes ele pode receber o 
seu jogo? 

13) Calcule de quantos modos se pode formar uma equipe de 
5 alunos numa classe com 9 alunos. 

14) Uma firma possui 12 corretores. Calcule de quantos modos se 
pode formar uma comissao de 10 corretores. 

15) No escritorio de uma firma trabalham 12 pessoas. Calcule 
de quantos modos podemos formar: 

a) uma comissao de 6 pessoas. 

b) uma comissao de 3 pessoas onde uma delas ocupe o 
cargo de presidente, outra de secretario e outra de 
tesoureiro. 

c) uma comissao de 5 pessoas onde uma delas ocupe o cargo 
de presidente, outra de secretario e outras 3 pessoas 
quaisquer. 

16) Numa classe com 8 rapazes e 5 mogas, calcule de quantos 
modos se pode formar uma comissao de 5 pessoas onde um 
rapaz ocupe o cargo de presidente, um rapaz ocupe o cargo 
de secretario e 3 outras pessoas quaisquer. 

17) Numa reuniao compareceram 5 rapazes e 7 mogas. Calcule 
de quantos modos podemos formar: 

a) uma comissao de 5 pessoas, de modo que 2 sejam rapazes. 

b) uma comissao de 5 pessoas, de modo que pelo menos 1 
seja rapaz. 

c) uma comissao de 4 pessoas com pelo menos 2 rapazes. 

d) uma comissao de 5 pessoas, onde no maximo 3 sao mogas. 
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18) De quantos modos podemos dispor 12 alunos em tres 
equipes A, B e C de modo que: 

a) 5 participem da equipe A, 4 da equipe B e 3 da equipe C. 

b) 5 participem de uma das equipes A, B ou C, 4 de outra e 
3 de outra indistintamente? 


19) Sejam duas retas res paralelas e 6 pontos pertencentes a 
re 10 pontos pertencentes a s. Calcule o numero de 
triangulos que podemos formar com esses pontos. 

20) Considere um triangulo, 3 pontos num dos lados, 4 pontos 
no outro lado e 5 pontos em outro lado, todos distintos dos 
vertices. Calcule o numero de triangulos que podemos formar 
com vertices nesses pontos. 


21. Considere 15 pontos distintos de uma circunferencia e 
calcule o numero de triangulos que se pode formar com 
esses pontos. 

22) Sabe-se que por 3 pontos nao alinhados sempre existe um 
piano e este e unico. Dados 20 pontos no espa^o, dos 
quais nao existem 4 coplanares, calcule o numero de pianos 
definidos por esses pontos. 

23) Calcule o numero de diagonals de um dodecagono. 

24) Considere 18 pontos dos quais apenas 5 sao colineares e os 
demais sao 3 a 3 nao colineares. Calcule o numero de retas 
que se pode formar com esses pontos. 

25) Calcule o numero de subconjuntos de 5 cartas que podem 
ser formados com um baralho de 52 cartas, sabendo que 
cada subconjunto contem exatamente 3 ases. 


RESPOSTAS 




h) 

5 

a) 380 

n + 2 

b) 630 

i) 

n! (n + 2) 

O 3 

j) 

2n! (-2n) 

d) 209 

D- 

n (-3n + 2) 
3n - 1 

e) 51 

m) 

-2n 

0 nil 

n) (n + 2)!n 

g) n - 1 

o) 

m 


1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 


3) a) E = {(J) lt (E)„ (S)„ (U),, (I)i. (T),, (A),} = 

b) E = {(E),, (S) l5 (U),, (I)i, Cr)i,(A),}=» j j 6 ! ! jj = 

c) 3 consoantes: J, S, T =► 3 720 = 2 160 


= 5 040 


720 


d) 3 consoantes e 4 vogais 

E = {(E),, (S),, (U)i, (I),, (T),} J 

]- 


3*4 


e) E = {(J)i, (E) lt (S) lf (U),} 
J E S U 


1 , 1 . 1 , 1.1 


4 

1 , 1 , 1,1 


= 1 440 


120 


0 E = {(I) 1 ,(T)i,(A) 1 } "1 
e problema anterior 

4) a) E={(C) 2i (I),, (L),.(0),} = 

b) E,= {(C) 2 , (I),,(0),}=» 
E 2 = {(C)i, (I)i, (L),,(0),}> 

c) E = {(I),, (C), ,(()),}=* 3 


120 


3 

1 , 1,1 


= 720 


U.) ■ 


60 


4 

2 , 1,1 


4 

1 , 1 , 1 , 1 


(..U ■ 


12 + 24 = 36 


18 
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d) E - {(L)i, (O)j} ^ ^ 2 j 

e) E = {(C) 2 , (I),} ~1 / 3 \ 

e problema anterior _J \ 2, 1 J 

5) a) E= {(B),, (A) 3 , (R) 2 , (C),}=> ( 7 ) = 

\ 1, 3, 2, 1 y 

b) E = {(B),, (A),, (R) 2 , (C),} => 

} 

6) E = {(D),, (U),, (N) 2 > => 

7) E = {(M),, (C),, (D),, (U),, (N) 3 > 


c) E={(B),, (A),, (R),} 
BAR 


420 

= 60 


4 ‘ ' 1 . 1 . 1 * = 24 


5 

1 , 1 , 2 , 1 


4 

1 , 1,2 


= 12 


1 , 1 , 1 , 1, 3 


= 840 


8) £={(2)!, (4) 2 , (5),, (7),} 

pois o algarismo 4 entra duas vezes 




= 60 


9) E = {(C),, (D),, (N) 2 > 
unidade: 1, 5 ou 9 


10) E = {(C), , (D),, (U)i, (N) 2 > 

unidade de milhar 1, 2, 3, 5 ou 8 


} 


36 


s ' 'uul - 300 


11) E| . {(C)„ <D>,, ni)„ (N),} 
unidade de milhar: 1, 2, 3, 4 ou 5 

E 2 = {(M),, (C),, (D),, (U),, (N),} 
dezena de milhar: 1, 2, 3, 4 ou 5 

E 3 = {(DM) 
centena de 


12) E = {(P) 3 , (N) 49 > 

13) E = {(P) s , (N) 4 } = 

14) E = {(P) 

10 , (N) 2 } 


} 

I,, (M),, (C),, (D),, (U),} 
milhar: 1, 2, 3, 4 ou 5 J 

) 


1 , 1 , 1,2 


1 , 1 , 1 , 1 , 1 


1 , 1 , 1 , 1,1 


= 300 


= 600 


= 600 


1500 


15) a) E = {(P) 6 , (N) 6 > ==i 

b) E = {(P),, (S),, (T),, (N) 9 ) 

c) E = {(P)i, (S),, (0) 3 , (N),} 


52 

3,49 j 

(i) 

(.£) 

S) 


= 22 100 


126 


= 66 


= 924 


12 ) 
1,1, 1,9 J 

= 1 320 

12 ) 
1,1.3,7 1 

= 15 840 
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16) Ej = {(P ra ) 1# (S ra )i, (N) 6 } 


= 9 240 


E 2 = {(0)3, (N) 8 } 


8 

1 , 1,6 

(".) 


8 

1 , 1,6 


17) a) E, = {(P) 2 , (N) 3 } 
E 2 ={(P) 3 , (N) 4 } 

b) E, = {(P) s , (N),} 

E 2 = {(P)s, (N)j} 

c) E, = {(P) 2 , (N)»} 
E’, = {(P) 2 , (N)*} 
E 2 = {(P) 3 , (N) 2 } 
E 2 = {(P),, (N)«} 

E 3 = {(P) 4 , (N)i } ■ 


5 

2,3 


m) 


12 

5,7 


= 792 


(») 
(») 

i 

(m) ■ 


(2,3) * ( 3 ,. 


^=*792-21 = 771 


(2.3) ' (2,5) = 


= 350 


210 


3,2/ l 1,6 


= 70 


285 


Observa^ao: pode ser feito tirando-se do total as comissdes so de mo^as e as comissoes de 3 


d) E, = {(P) 3 , (N) 4 } 
Ei = {(P) 2 , (N) 3 } 

e 2 = {(P) 2 , (N)s> 
E 2 = {(P) 3 , (N),} 

E 3 ={(P),, (N) 6 } 
E’ 3 = {(P) 4 , (N),} . 

E 4 = {(P) s , (N)o> ■ 


.’•) 

(i) 


7 

2,5 

3^2) 


7 ) 

1 , 6 y 

5 

4,lj 

5 

5,0 


■ (>,) • 
l , s ) • (3,2) 


210 


J.) • - 


18) a) E = {(A) s , (B) 4 , (C) 3 } = 

b) E = {(A),, (B)j, (C)J' 
e problema anterior 


12 ) 

>,4.3/ 


3 

1 , 1,1 


= 27 720 


166 320 


mogas. 


596 


f 
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19) E = {(P) 3 , (N) i3 } 
El = {(P)3, (N) 3 } = 
E 2 = {(P)3, (N) 7 } = 

20) E = {(P) 3 , (N) 9 } = 
Ei = {(P) 3> (N)o> = 
Ej = {(P) 3 . (N)i> = 
E 3 = {(P) 3 , (N)J = 

21) E = {(P) 3 , (N) u } = 

22) E = {(P) 3> (N), 7 } = 

23) E = {(P) 2 , (N)io> = 


(3,13) 


6 

3,3 


24) E = {(P) 2) (N)i 6 } 
E, = {(P) 2 , (N) 3 } = 

25) Ei = {(A) 3> (N)i} = 
E 2 ={(P) 2 , (N) 46 } ; 


“) 

(S) 

(m) 

W 


5 

3,2 


[2 

lados: 12 


10 y 


18 

2, 16 


w 


= 560 

= 20 

= 120 

= 220 

= 1 


> => 140 


S => 560- 140 = 420 


= 4 


= 10 


= 455 


= 1 140 


>=» 15 


> => 220- 15 = 205 


66 


153 


10 


► => 66- 12 = 54 


reta dos 5 pontos = 1 


► => 153-10 + 1 = 144 


(m) 

,«) 


"W ' (2! 


48 

46 


= 4 512 


SEQUfiNCIA B 


l) Qual o numero de maneiras que podemos atribuir os nomes 
Paulo, Antonio e Jos4 a 11 meninos com a condi^ao de 
que 3 deles se chamem Paulo, 2 Antonio e 6 Jos4? 
(F.G.V.) 

£ • H (j% 6 ) - 4620 


2) De quantos modos 8 pessoas podem ocupar 12 salas dis- 
tintas devendo cada sala conter pelo menos 3 pessoas? 
(MACK) 

£ >‘k s ih’ s ) > 

£ 2‘{( s ,)4 ’ ; 

E s‘ {( 3 >h ’(% L }^(? 3 )> Mat- &2 
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3) Um conjunto tem 45 subconjuntos de 2 elementos. Qual e o 
ndmero de elementos de A? (MACK) 

£ ‘{( P) 2’ ( N Lz j =^2,^-2 } = 

= 45 =^>7^ = 10 

4) Quantos ndmeros de 3 algarismos distintos existem no 
nosso sistema de numera^ao? (PUC) 

E ~{(0) 17 (u) i ,(N) 7 \ 

ce/dena/ : /, 2 7 3/ 7 5 7 <S, 7,8 /Ht, g 

5) Sobre uma mesa sao colocadas em linha 6 moedas. Qual o 
numero de modos de se for mar a fila com 2 caras e 4 
coroas voltadas para cima? (G.V.) 

£ ' K Ca J, ' ( Cff i J =3 (l 4 rj ‘ & 



6) Dados 10 pontos A, B, C, ... num piano a, 3 dos quais 
nunca pertencentes a mesma reta, calcule o numero de 
triangulos que podemos formar tendo cada um deles o 
ponto A como um dos vertices. 

E - [( p ) 2 > Mj =3(2/7 J = 


7) Num concurso com 12 participantes, de quantos modos 
podem ser distribufdos um 1? Premio e um 2? Premio, sendo 
que cada participante nao pode receber mais que um premio? 



f 
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Denominacoes Usuais na Analise 
Combinatoria e suas Aplicacoes 



a) conhepa as notagdes e nomendatura, usadas habitualmente 
na And Use Combinatdria. 

b) resolva os exercfcios de apiicaqao das fdrmulas com a nova 
notaqao. 

c) conhega os coeficientes binomial's, suas propriedades e as 
apiicagoes. 


PERMUTACAO, COMBINAQAO E ARRANJO 

72 . No capftulo anterior, resolvemos os seguintes problemas de contagem: 

I — Contamos de quantos modos se podia escrever um conjunto E com n elementos distintos ou nao, mudando a 

ordem desses elementos, que na Analise Combinatoria e a contagem das permuta9oes simples com n elementos, 
indicado por P n , ou das permuta9oes com repeti9ao com n elementos. 

II — Contamos o numero de subconjuntos de um conjunto E’ com n elementos distintos que se podia escrever com 

x elementos (x < n) tais que dois deles se diferenciassem pelo menos por um de seus elementos, que na 
Analise Combinatoria e a contagem das combina9oes simples de n elementos tornados x a x, indicada por C n x . 

Ill — Contamos o numero de subconjuntos de um conjunto E’ com n elementos distintos que se podia escrever com 
x elementos (x < n) tais que dois deles se diferenciassem pelo menos por um de seus elementos ou pela ordem 
desses elementos, que na Analise Combinatoria e a contagem dos arranjos simples de n elementos tornados 
x a x, indicado por A n>x . 

Assim: 

\ 

73 . Permuta9ao: 

I — Permuta9ao simples: 

Seja o conjunto G = {a, b, . . . , n} com n elementos distintos. 


Chama-se permuta9ao simples desses n elementos cada modo 
de se escrever o conjunto G mudando a ordem desses n elementos. 
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Neste caso, o conjunto deposito E associado a G e o conjunto E = {(A) x , (B)!, . . . , (N^} com n celas onde 
:ada cela tem um unico elemento e o numero de permuta96es simples e dado por: 


{ n 

\ n! 

— f-i ! a p inHipQnn hQhitiiQlfnpntp nnr 

II 

S3_ 

1,1,... 1, 

) 1! 1! ... 1 

j — in e e liiuiLauu iiduiLUdiiiiciiic pui 


II - Pemiuta9ao com repeti9ao: 

Seja o conjunto G = {a 1# a 2 , ..., a x , , b 2 , b y , p 1# p 2 , ..., p z } com n elementos que podem ser agrupados 
segundo caracterfsticas comuns. 


Chama-se permuta9ao com repeti9§o desses n elementos cada modo 
de se escrever o conjunto G mudando a ordem desses n elementos. 


Neste caso, o conjunto deposito E associado a G e o conjunto E = {(A) x , (B) y , ..., (P) z } onde x + y + ... + z- n 
e cada cela pode ter mais de um elemento e o numero de permuta9oes com repeti9ao e dado por: 



74 . Combina9ao simples: 

Seja o conjunto G = {a, b, n} com n elementos distintos. 


Chama-se combina9ao simples desses n elementos tornados x a x (x < n) cada subconjunto de G com x elementos. 


Portanto, uma combina9ao de n elementos tornados x a x se diferencia de outra pelo menos por um de seus 
elementos e nao pela ordem desses elementos. 

Neste caso, o conjunto deposito E associado a G e E = {(P) x , (N) n . x ) com apenas 2 celas, ou seja, a cela (P) 
dos que participam do subconjunto, com x elementos e a cela (N) dos que nao participam desse subconjunto, com 
(n - x) elementos. 0 numero de combina9oes simples de n elementos tornados x a x e 

( n \ n f _ n! 

= , , - — rr e e indicado habitualmente por: C n x = . , — -rr 

x, n-xy xl(n-x)! x’tn-xj. 


75 . Arranjos simples: 

Seja o conjunto G = {a, b, ..., n} com n elementos distintos. 


Chama-se arranjo simples desses n elementos tornados x a x 
(x < n) cada subconjunto ordenado de G com x elementos. 


Portanto, um arranjo de n elementos tornados x a x se diferencia de outro pelo menos por um de seus elementos 
ou pela ordem de seus elementos. 
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Neste caso, o conjunto deposito E associado a G 6 E = {(A)!, (B) lf (X) u (N) n . x ) com (x + 1) celas 
ou seja, X celas (A), (B), ..., (X) com 1 elemento cada uma para os x elementos que participam do subconjuntc 
com x elementos, e 1 cela (N) com (n - x) elementos dos que nao participam desse subconjunto. 

O numero de arranjos simples de n elementos tornados x a x e 


n! 


1, 1, ... 1, n - x 


n! 


1! 1!... 1! (n-x)! " (n-x)! 


e e indicado habitualmente por: 


n! 


M1,X 


(n - x)! 


76. Aplica^ao: 

19) Assinale 

a. (X) 

b. ( ) 

’ c. (X) 

d. (X) 

e- ( ) 
f- (X) 
g- (X) 

h. ( ) 
i- (X) 
j- ( ) 

l. (X) 

m. (X) 

n. (X) 

o. ( ) 

P- ( ) 

q. (X) 


as afiima^oes corretas: 
P 5 = 5! 

P 5 = 4-3.2. 1 = 24 
P 5 = 5. 4.3.2. 1 = 120 
P 6 = 6! = 720 
51 

c 5 .3 = = 20 


^5,3 
C 5 ,3 = 
^ 10,7 “ 
A 10 , 7 = 
A 10,7 = 
A 10,4 = 

10,4 - 


3! 


r. (X) 

s. ( ) 

t. (X) 


A 

A6,2 = 

c - 6! 

L6 ’ 4 ■ 4! 2! 

6!_ 

4! 

6!_ 
4! 
6!_ 
2! 

P 7 = 7! 

P 7 = 7 -P 7 
P 7 = 7 «P 6 


5! 

5! 

3! (5-3)! “ 

3! 2! " 

10! 

10! 

7! (10-7)! 

7! 3! 

10! 

10! 

7! (10-7)! 

7! 3! 

10! 

10! 

(10-7)! ~ 

3! 

10! 

10! 

/ — \ 

0 

1 

Q\ 

II 

4! 

10! 

101 - sr 

(10-4)! " 

6! “ 5C 

6! 6! 
//• ^ \ 1 At 

- = 30 


= 120 
= 120 


^6,4 = TT 
A6,4 = ~TT 
A6,4 = 


29) Complete e calcule: 

?;g7 


4 ! 


a) sa S)2 + 8 c 4 ., = 3 ; Ipzjr^ 8 . -jjjjqjj- 3 - = 3.5.4 +8.4 -10+32- qz 


b)^. = 
^7,4 


l<k s3jf 


7' 


4 f ( 7-4)! 


7/ 

3! 


4 r 3 r 

- V/ s *-'• 24 
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C) P 7 - 3P 6 = .jLr.A-.A>..L.f...7^ r..J5./.4..~...26B2... 

7 

7.6 = 42 


n 9P* 9.8/ . 9/ 

d )~6 = — 


\ A 7 3 
e ) — c = 


.$/.... 

7f 


.(.Zrajf. 


SJL 

j 7 / / 7 / 

5 .L..AL.L..5..L&L.. 


m 


/ 7jt.(mr4) . ( vi/-2) f 


• r 772/ 


.(t71~/J = 


77l Z - 772/ 


0 Am>2 = ...(. 2 nc, 2 )./..:.. ...(m.-ML 

.. (....%.r.t...)'- (n/--/)/ fo-i). ( 72 ,- 2 ). f 72 ,- 3 )/ 

g) An -*- 2 = ic^zj - 2]i = t^pziz. 



..An, / 71. (72.-7). (7l-2)f / _ .. 

h, 7tr ■ 

.. , C n 3 / ( 72// \ . 7vf a nf (2kz2lL ' - ^ 

* v7 \2Z.(.z-8jZ....).(. far.2j.l..l ' 6.-..(lk-a).L..(... — .....m/.. ..." 

P 2n+1 - P 2n _ (272.-27)/ - 2n! _ (272,-7/). 277//- 2 ti/ _ 2tv/_ [g^//-/J = 27l/ r 
2n .2# .£;& 2.1k. 

1) (n - 1)! [P n+1 - P„] = (tV-/)/ [(*+ 7 )/ - 7 */} = [(72, 7/). 71 / - */] « 

=[(k-7jf 71/ / [ 71 + 7 - 1 /// 71 Z 71 = ( V,/) 2 ' 


39) Calcule o valor de x nas igualdades: 
a ) ^x-1,2 = 

( x _ 01 

Para isso, substitua C x _ 12 por 2 ! (x 3)! ’ e reso ^ a a equa^ao obtida: 


fczilL . 


15 


2..LU-8.IL. 

-/). (7 -2)^30 <^±2/- 37 - 

2,U-3)l. 1 ! 


29 = O 


Voce obteve a equa 9 §fo x 2 - 3x - 28 = 0 


' x = .....Z 

J ou 

. x = .-A. 


A - 72/ * V2T *■ // 

J4_ = 7 

X = 2 

2 ^ ^ 

2 

Observe que para x = -4 voce tem C_ 4 _ 1>2 = C_ 5>2 , que nao esta definido. Portanto, temos apenas 
um valor para x que 6 ...Z... • 

b) = 21 

2x>2 (2x/7) ! 2x! 

Para isso, substituindo A2x+1,3 pof (.Z/.rZ).‘r * Aix ’ 2 por (2.7-2 .)/ ' simplifique e resolva a 
equa£ao obtida: 
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_( 2 * + /Jf f 2 x- 2 )f 

' 177 = 2i 

2 * f . {2*-2j! 27 <z 

tix-Zjf 2 xf 

Voce obteve x = /0 


'2 x / / - 27<^=±>x = 70 


c) 3-P x - 12 -P x ., = o 

Para isso, substitua P x por , P x -, por {*'/]/. e fatore: 

3 • - 12 • I* z?]..L... = 0 

3 ‘ <*.zL )! - 12 • = 0 <=> (x- 1)! [3x-J2 j = o e 

como (x - 1)! =£ 0 para todo x E IN, vem <3 x /2 =0 <=> x = 4 

Voce obteve x = 4 


d) .2*+Li- = _L 

C x . 1>2 2 




Para isso, substituindo C x+14 por ~ Tr~? — d \ # C nor (* 7 

X+ 1 , 4 V 4 / /y f , ^x- 1,2 por - r , i r , simplifique e resolve 

a equacao obtida: -•( * 


equasao obtida 


(x+7)f 


4/ (x3) 7 


2f (x -3 )f 7 

fX- i)f ' 2 


X 2 * X = 42 X - 4# =■ <7 



Voce obteve: x - -7 ou x = 6 e para x = -7 voce tern C x+14 = C. 7+I>4 = C. 6>4> que nao esta definido 
e C x .i >2 = C. 7 _ I2 = C. g 2 , que nao esta definido, e portanto x = <o 

49) Mostre que vale a igualdade C n>10 = C n;n . 10 
De fato: 

19 membro — » C n n . 10 = ..77'./.. 

( )! )]! ( .ft'..?!?...... d(7i- 7i f /0 )!~ 


71 . 


71 : 


)•' 10! " 10! (... ??.-/<? )T = “*• 19 membro 

59) Mostre que vale a igualdade A n2 + 2n = A n+1>2 
De fato, j 

19 membro— * A„ , + 2n = 7~Z i / + ?n = — y = 


A n ,2 + 2n = ( n - 2 ) f + 2n = 


JtezZH 


71 ' a 2 - 7i +2 


72/ = 71 X 71 


29 membro ■ 


Ml +1,2 


— (n+ijf _ /n±llf fo+fJ.a.fo-t)/ 

1MMBL lEddZ..!.. .ZlJ^dZZ. 1 


.zlTZ.f.f.l *.. 7 ?.:. = . 72 2 7 71 
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Voce obteve para o 19 membro e o 29 membro a expressao n 2 + n e portanto vale a igualdade. 


69) Mostre que vale a igualdade (2n - 1)! [(2n + 1)! - 2n! ] = (2n!) 2 
De fato, 

19 membro -► (2n - 1)! [(2n + 1)! - 2n!] = (2n - 1)! [( Z.TJt.t.l... )*2n! - 2n!] = 

= (2n - 1)! 2n! [ Za+L'L.. 1 = (2n - 1)! .2.7?:} .2.7k. = 

= 2n • (2n - 1)! = ( .Zziit? •+ 29 membro 


2n! 



VIUMERO BINOMIAL OU COEFICIENTE BINOMIAL 

11 . Deflni 9 ao: 

Seja n E DM e p E IN tal que p < n. 

Chama-se numero binomial n sobre p ou numero binomial de classe p do numero n ao numero dado por 


n 


n! 


p, n-p 


p! (n-p)! 


Indica-se habitualmente por ( ] e le-se “n sobre p”. 


Assim: 



78. Assinale as afirmasoes corretas: 

a- (X) (V) e o numero binomial 5 sobre 3. 


b. ( ) 


( 


3 


e o numero binomial 5 sobre 3. 


c. (X) 



d. (X) 2 ? ® 0 numero binomial 



e. (>() ^ ® 0 numero binomial 
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79. 


i- (X) 
j- (X) 
L ( ') 
m.(X) 
n - (X) 

o. ( ) 

p- (X) 

q- (x) 

r- ( ) 
s- (X) 

t- (X) 

( 

U- (X) 
v. (X) 
x. (X) 


(n - p)! [n - (n - p)]! (n-p)!p! 

3! 


0! 3! 


= 1 . 


(n”p) * 

O numero binomial q ^ e igual 
0 numero binomial ^ q ^ c igual a 3! 

O numero binomial ^ q j e igual a 1. 

( 5 ) ■ I.Vne N. 

0 numero binomial ^ j e igual a 

O numero binomial ^ ^ ® igual a = 1* 

0 numero binomial ( n \ e igual a - . n ~ = l 

\ n / ° n! 0! 

0 numero binomial ^ ^ e sempre igual a n. 

10! _ 10! (10\ /10\ 

3! (10-3)! ~ 7! (10-7)! ^ \ 3 / " \ 7 / onde 3 + 7 = 

8! 8! /8\ / 8 \ 

2! (8-2)! ~ 6! (8-6)! ^ ^ 2 ) ~ UJ ° nde 2 + 6 = 8 

Sendo 7 + 5 = 12, pois — 


10 


12 ! 


12! 


(12-7)! 5! (12 -5)! 

Sendo 6 + 3=9, ( 9 A = ( 9 ) po is 21 = 2!_ 

V 6 / \ 3 J p 6! (9-6)! 3! (9-3)! 

p! (n-p)! = (n-p)! [n"l (n-p)]! ~ (p) = (n-p) onde P + "-P = n 


Em resumo: 

19) O numero binomial ^ q ^ e sempre igual a 1, isto e: 


o- 


Vn G IN. 


29) O numero binomial ^ ^ ^ e sempre igual a 1, isto e: 



V n G IN. 


39) Dois numeros binomiais ^ p ^ e ^ x } 830 c ^ iama ^ os complementares quando p + x = n. 

Assim: ^ p ^ e (^n - p) s *° ni ^ eros binomiais complementares pois p + n - p = n e voce tern 

C) - (n"p) •-*= 


Numeros binomiais complementares sao iguais. 
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0. Rela^ao de Stifel: 

Vale tambem a propriedade: 


-0 


n + 1 
P 


que e chamada rela^ao de Stifel. 


Assim por exemplo: 

a) para n = 8 e p = 6 temos: 


w * (?) - er) - (?) * (?) ■ (?) 


de fato: 


(?) 


Q! 


8 ! 


= ~ 56 +28-84 


5,'M ef24 3,.ZJ. 

= 84 


Of <?.<$>. 7 


3,2,1.. 


b) para n = 12 e p = 10 temos: 


12 

. 9 ... 


de fato: 
12 ' 


12 - 

JO.. 


13.. 

JO. 


12! 


12 ! 


.91.3.L1....M2L 


220 + 66 ° 206 

....W.s..*..*! 


13! 


~ • /2 \ // _ n QS 

M'AL.1 3,2.1 1 _ 


81. Triangulo de Pascal: e uma tabela onde os numeros binomiais foram dispostos em linhas e colunas da segumte 
forma: 


linha 0 
linha 1 
linha 2 
linha 3 
linha 4 

linha n 


\ 




\ 


U)( 0\ 

(SHOOK 

U)(l) 0 )U)\ 

0 )( 00 ) 0 ) 0 )\ 

\ 

\ 

0)0)G)0)0) ••• UK 


ou 


linha 0 
linha 1 
linha 2 
linha 3 
linha 4 
linha 5 


\ 

i\ 

\ 

1 l\ 


\ 

1 \ 


\ 

\ 

i\ 


3 3 

4 6 4 

5 10 10 


\ 

l\ 


1\ 


t 

© 


t t 


a g g 

p p p 

0 0*0 


\ 


binOmio de newton 


82. Defini 9 ao: 


Chama-se formula do binomio de Newton ao desenvolvimento da potencia n-esima do binomio (x + a), 
dado por: 



Assim, por exemplo, o desenvolvimento de (x + a) 6 6: 



ou 


(x + 6) 6 = 1 • x 6 + 6x 5 - a + 15x 4 a 2 + 20x 3 a 3 + 15x 2 a 4 + 6xa 5 + 1 • a 6 


83. 


Aplica 9 ao: 

Complete voce: 


a) (x + a) 4 = 
+ 


ou 

(x + a) 4 = 


b) (x + a) 5 = 



lx 4 + 4x 3 a / 6/a? / 4x0? y /a? 

**'+$)** *g) **+(*) 



x 4 a, 4 + 




(x + a) s - + 5x 4 /2/ + f0x 2 d / /Ox* O? / 5x0? / Zo? 

c) (x + 2a) 5 = Q) x 5 • (2a)<?- + fa] X* (%J* 3 (? a ') * 



oto 

(x +2 of - ix 3 V 3 x 4 . 2/z y SO x s . 4-a? / SOx*. 8/3? x 6x 76 a? x /x°. 32 a? = 

= * 5 y /Ox 4 a / 40>8o? / 80 x 2 a? y 80x0? / 32 O?. 

d> <3x . ^ (3x) < 

= S.8Sx 4 . S y 4.27x s . a / 6. 9x s o? / 4.3 x. a? / /. /. o?= 


= 8Sx 4 y 108 x 3 Ox y 34x 2 /£ / Z2 x a? + a? 
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e) (x - 2) 6 = [x + (— 2)] 6 = {-6A x .#.(-2).<?+ 

- lx 6 . U 6**. (-2)+ ft* 4 ' 4 y 20X*. (-8J+ f5x* 16y6x'f-32j+/.«°u 
= x 6 - /iV^V &?x' - /60x 3 X - /£?/ / S* 


f) (x-a) 4 = 


tfjx 3 . (-*.)'+ (*)x*. r-~A(jyfa 

+(})«%*)*= 

- 1.x 4 . 1 y 4x 3 . (-&) x 6x Z jO? y 4.x .(- afj y /. xz 4 = 

*x 4 - 4x 3 /z / 6x z /& - 4 xz T? y af 


g) ( x + xi ) 5 = /fix 5 . 


it) *■ &r+ m **■&** (i)*&r * 

V*>'- (44 ($)**■ (4)*- 


*l.X S .l y<5x 4 .4+/Ox 3 . 1 ¥ lO.x 2 . 4 + 5x.4 + /. jL = 
X 2 x4 x6 x 8 /O 

= x 5 y Ox 2 y 10.4 + 10. 4 + 6. 4 y ± 


4 


X 7 V 17 


Exercicios a resolver: item 3, pag. 124. 


84. Termo geral no desenvolvimento do binomio de Newton 

No desenvolvimento do binomio de Newton temos: 

(x + a) n = f \ x n a° + f j \ x n ~ l 2 i l + f ^ ) x n " 2 a 2 + 

V ^ J v^_ ^ J L- J 


19 termo 

29 termo 

Observe que: 


19 termo -+ Ti = 

U) xna ° 

29 termo -> T 2 = 

( 1 ) x ° la * 

39 termo ->* T 3 = 

( 2 ) 

49 termo -► T 4 = 

( 3 ) 

(p + l)-esimo termo 

1 

+ 


39 termo 


= (p) x ” 


P a P 


.( |> ) x ° a . 

(n + 1)9 termo 


termo geral do binomio de Newton. 
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Assim, por exemplo, o 99 termo do desenvolvimento de (x + a) 12 €: 
T 9 = T 8 + 1 = x 12 " 8 • a 8 = x 4 a 8 = 495x 4 a 8 . 


85. Aplica^ao: 

19) Usando a formula do termo geral v> - (“) * n ' p •aP, assinale as afirma^oes corretas: 

a. (X) Em (x + a) 10 , o 89 termo e calculado fazendo n = 10 e p = 7, pois T p+1 = T 7+1 = T 8 . 

b. (X) Em (x + a) 10 , o 89 termo e T 8 = T 7+1 = x 10 ' 7 . a 7 = 120x 3 a 7 . 

c. ( ) Em (x + a) 10 , x 10 ' 7 a 7 e o 79 termo. 

d. ( ) Em (x + 5) 7 , o 49 termo e calculado fazendo n = 7 e p = 4. 

e. (X) Em (x + 5) 7 , o 49 ternio 6 calculado fazendo n = 7 e p = 3, pois T p+1 = T 3+1 = T 4 . 

f. (X) Em (x + 5) 7 , T 4 = T 3 + 1 = Q ) x 7 -35 3 = 4375x 4 . 

g. ( ) Em (2x - a) 12 , o 99 termo e calculado fazendo n = 12 e p = 9. 

h. (X) Em (2x-a) 12 , o 99 termo e calculado fazendo n = 12 e p = 8, pois T p+1 = T 8+1 = T 9 . 

i. ( ) Em (2x - a) 12 , T 9 = ^ 12 ) (2x) 12 ' 9 • (-a) 9 . 

j. (X) Em (2x - a) 12 , T 9 = T 8+1 = (g 2 ) (2x) 12 ' 8 . (-a) 8 . 

1. (X) Em (x 2 -3x) 15 , o decimo termo e T, 0 = T 9+ , = (x 2 ) 15 ' 9 • (-3x) 9 . 


29) Calcule: 

a) O 139 termo do desenvolvimento de (x 2 + y) 15 : 


L 13 - A 12+1 “ 


' 15 

. n . 


(x 2 y&Zfl... . y.fl 


jjf—-(*‘) 3 j' i -456* 6 j 


12 


6 ,12 


b) O 49 termo do desenvolvimento de (2x + 5) 6 : 

t . - tvt. - (f )(**?*• *•- -Mr M 3 - * 2S - 1 0000 * 


c) O 89 termo do desenvolvimento de (x 2 - x) 


12 . 


T 8 = T. 7 y./„ = [£] • (X*. • (-*)-= (x *) s . f- x) = - 792* 


/ 7 


1 12 

d) O expoente de x no 69 termo do desenvolvimento de (x 5 + -^-) : 

Para isso, 

T 6 = T s+1 = (■"“£") (* 8 )^ • (x- 2 )^ = 

portanto, o expoente de x em T 6 6 23 m ># . 

1 10 

39) Sabendo que no desenvolvimento de (x 2 + — ) , o termo geral e dado por 


12 \ 35 -/O 

x X = 







l p+l 


) (x 2 ) ,0 - p • 


122 


a) calcule o valor de p para se obter o termo de 89 grau em x. 

b) calcule esse termo: 

Resolvendo vem: 

i) Voce deve calcular o expoente de x no termo geral Tp+i e igualar esse expoente a 8, pois se deseja 
o termo de 89 grau em x. 

Assim: T p+I = ^ j (x 2 ) 10 ' p • (i-) p 

e (x 2 )'°-p • (i-f = . ( x -‘)/£- = yZQr.Zp. x'P- = JQ-ty 

Logo, 20.-3JD. = 8 => p = . 

b) O termo T p+1 = (x 2 ) 10 " p • (~) p P ara p = 4 (valor obtido no item a) e: 

v. " • (a 1( £1 ,0 .: 4 :.. ( i)*—0r ( *‘A 


49) 


Calcule o coeficiente de x 6 no desenvolvimento de (2x 4 + — ) 9 . 

x 7 

Para isso, calcule antes o expoente de x no termo geral T p+ j e iguale esse expoente a 6, determinando 
o valor de p. 

Assim: 


l p+i 


- (’) <z£.4$- ■ (*-•)?■ = (’) . x-p . (J£ a ' p -£' Sp 


36 * 6 


Voce obteve p = e, portanto, substituindo p = 6 em T p+1 teremos o coeficiente pedido: 

T 6 + 1 = (J 6 ) (2x 4 )— • (*-)* = - 84. 8 x 6 = 672 x e 

Portanto, o coeficiente de x 6 e . 


59) 


Calcule o termo independente de x no desenvolvimento de (2x + x~ 2 ) 6 . 

Para isso, calcule antes o expoente de x no termo geral T p+1 e iguale esse expoente a zero determinando 
o valor de p. 

Assim: 




(,-p t>-3p 


6 ” 3 jp = 0< E =^jO - 2 


Voce obteve p = 2 e portanto o termo independente de x sera: 


' *0 


240 


Exercfcios a resolver: itens 4 a 15, pags. 124 e 125. 
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EXERCICIOS 

SEQUENCIA a 

1) Calcule: 

a ) A. 10,3 

b) Ci 0 ,3 

c) P 5 


d) Pn-2 


e) C s> 2 

0 a 8j2 


g) A m,3 

b) Cm, 3 

0 A m+2,2 


j) 

1) 

m) 

n) 

o) 
P) 

q) 

r) 

s) 

t) 


c m+3,3 

Ps-P4 
4 • P 4 

^8,3 + A 8.2 

AS,2 

2P 3 + 3A 4i 2 
5P 4 - P 2 

A$,s ~ A$4 

As ,4 - A 5j3 
C 5,4 + C 5<3 

_ c 5 ; 2 

An, 4 ' Pn-4 

~ P^ 

An,5 + A tti4 

A n ,3 

Cm + i,m-i ” C m ,m-2 

Am+p,p+2 + Ajp+p^p+i 
Am+p, p 


2) Calcule o valor da incognita nas seguintes equates: 

a) A n>2 = 12 

b) C n#2 = 10 


c ) A n> 2 - C n> 3 

d) C n>2 = c n 3 

e) J ^ x ,2 = _L 

Ax, 3 4 

0 C x + 2, 4 = 11C X> 2 

\ A x 2 A x 3 _ 

g) x*£- = 5 

A X ,3 


h) 


Ax+i t n+i * p x-n _ 


20 


i) 

j) 


Ax-3, n-3 * p x-n _ 72 
Px-s 

Cx,s + C x 4 5 

C x ,s ~ C x | 4 3 


3) Desenvolva as potencias abaixo, empregando a formula do 
bindmio de Newton: 

a) (2x + a) 4 

b) (x-1) 6 

c) (3x-a) 3 

d) (2x - 3y) 5 

e) (2x+-y) 4 
0 (2x--|) 5 

g) (x 3 -^) 4 

h) («« - 

4) Calcule em cada desenvolvimento: 

a) O 89 termo de (x 3 + y) 10 . 

b) O 59 termo de (x 2 - 2a) 12 . 

c) O 39 termo de (— + 2x 3 ) 6 . 

x 

d) O 119 termo de (x 2 - — t-) 10 . 

e) O termo central de (x 2 --^-) 10 

f) O ultimo termo de (2x - — r) 5 . 

x z 

g) O 119 termo de (2\Tx + -Jj-) 12 . 

h) O 129 termo de (2x 2 - — ) 13 . 

x 

5) Calcule o termo de 59 grau em x de (2x + -^r) 10 . 

6) Calcule o termo de 39 grau em x de (-— + 2x 3 ) 9 . 

7) Calcule o termo de 69 grau em x de (x 2 - x -1 ) 12 . 

8) Calcule o termo independente de x em: 

a) (2x+l) 5 

b) (x 2 -|) 10 

c) (2x + -^-) 6 

d) (| - X 4 ) 10 

9) Calcule o coeficiente de x 8 no desenvolvimento de 

(l + xV°. 

10) Calcule o coeficiente de x 10 no desenvolvimento de 
(x’-4r)‘°. 
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11) Calcule o coeficiente de x 11 no desenvolvimento de 
(2x 2 + ^r)“ 

12) Calcule m para que o 59 tehno de (x + a) m seja 210x 6 a 4 . 

13) Calcule o termo independente de x no desenvolvimento de 

14) Calcule os valores de x que tomam iguais o 49 e 59 termos 

X 1 7 

no desenvolvimento de (-j - - — j ) . 

15) Calcule o valor de a para que o coeficiente de x 5 seja igual ao 
coeficiente de x 15 no desenvolvimento de (2x 2 + ~V) 10 - 


RESPOSTAS 


1) a) 720 

b) 120 

c) 120 

d) (n - 2)! 

e) 10 

f) 56 

g) m(m - l)(m - 2) 
m(m -J) (m - 2) 

i) (m + 2) (m + 1) 

(m + 3) (m + 2) (m + 1) 

6 


2) a) n = 4 

b) n = 5 

c) n = 8 

d) n - 5 

e) x = 6 

f) x = 10 


h) x = 4 

i) x = 12 

j) x = 24 


1 ) 1 

m \ 98 
m) — 


24 

~ST 


n) 

o) 6 

p>i 

q) n 2 -n 

r) (n-3) 2 


s) m 

t) m 2 


3) a) 16x 4 + 32x 3 a + 24x 2 a 2 + 8xa J + a 4 

b) x 6 - 6x s + 15x 4 - 20x 3 + 15x 2 - 6x + 1 

c) 27x 3 - 27x 2 a + 9xa 2 - a 3 

d) 32x s - 240x 4 y + 720x 3 y 2 - 1080x 2 y 3 + 810xy 4 - 243y s 

e) 16x 4 + 16x 3 a + 6x 2 a 2 + xa 3 + -jg a 4 

f) 32x s - 40x 4 + 20x 3 - 5x 2 + -|-x - 

g) x 12 - 4x 7 + 6x 2 - 4x -3 + x" 8 

J_ _ 3_ 

h) x 6 - 3x 2 + 3x - x 2 


4) a) 120x 9 y 7 

b) 7920x 16 a 4 

c) 60x 2 

d) x' 30 


e) -252x _s 
0 -x- 10 

g) 264x' 19 

h) -312x" 7 

5) 5120x s 

6) 672x 3 

7) 924x 6 

8) a) 1 



c) 240 

d) 45 


9) 210 

10) 45 

11) 25344 


a 


10 


12) m = 10 

13) 455 

14) x = 1 ou x = 2 

15) a = ± 
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Probabilidade 



a) adquira nocoes fundamental's sobre a Teoria das Probabilidades. 

b) adquira tecnicas no calculo de probabilidades em situacoes 
mais simples. 


EXPERIMENTO ALEATORIO 

86. Chama-se experimento aleatorio a todo experimento que mesmo repetido muitas vezes em condi^oes semelhantes, 
apresenta em cada vez resultado imprevisfvel. 

Exemplos: lansamento de um dado; retirada de uma carta de um baralho; lansamento de uma moeda etc. 

87. Conjunto universo (ou espa£o amostral) de um experimento aleatorio e o conjunto de todos os resultados 
possfveis desse experimento. 

Indica-se o conjunto universo por U. 

Assim: 

a) Como num lan 9 amento de um dado podemos obter as faces 1, ou 2, ou 3, ou 4, ou 5, ou 6, o conjunto 
universo U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, onde o numero de elementos de U e n(U) = 6. 

b) Como num la^amento de uma moeda podemos obter cara ou coroa, o conjunto universo desse experimento 
e U = {C a , C Q }, onde o numero de elementos de U e n(U) = 2. 

c) Como em dois la^amentos sucessivos de uma moeda podemos obter caras nos dois lan 9 amentos, ou cara 
no 1? lan 9 amento e coroa no 2? lan 9 amento, ou coroa no 1? e cara no 2? lan 9 amento, ou coroa nos dois 
lan 9 amentos, o conjunto universo e: 

U = {(C a , C a ); (C a , C 0 ); (C G , C a ); (C 0 , C Q )}, onde o numero de elementos (pares) de U e n(U) = 4. 

88. Assinale, entao, as afirma 9 oes corretas, considerando os seguintes experimentos: 

a. ( ) No lwupamento de uma moeda, U = {C a , C a } e n(U) = 2. 

b. ( X) No lan 9 amento de uma moeda, U = {C a , C 0 } e n(U) = 2. 

c. (X) Num lan 9 amento de um dado, U = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e n(U) = 6. 

d. ( ) Num lan 9 amento de um dado, U = (2, 4, 6} e n(U) = 3. 

e. ( X) Num nascimento de uma crian 9 a, U = { H, M} e n(U) = 2. 

f . ( ) Em dois nascimentos de crian 9 a, U = (H, M} e n(U) = 2. 
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g. (X) Em dois nascimentos de crianfa, U = {(H, H); (H, M); (M, H); (M, M)} e n(U) = 4. 

h. (X) Na extra?ao de uma bola de uma urna com 3 bolas brancas e 2 vermelhas, U = {B,, B 2 , B 3 Vj V 2 } e 

n (U) = 5. 

i. ( ) Na retirada de uma ficha de uma urna com 7 fichas numeradas de 1 a 7, U = {f 1( f 2 , f 3 } e n(U) =3. 

j. (X) Na retirada de uma ficha de uma urna com 7 fichas numeradas de 1 a 7, U = {f 1( f 2 , f 3 , f 4 , f 5 , f 6) f 7 } e 

n(U)=7. 


EVENTOS 

89. Chama-se evento qualquer subconjunto do conjunto universo U de um experimento aleatorio. 

Assim, qualquer que seja ECU, E e um evento. 

M). Quando E = U, E e chamado evento certo. 

)1. Quando ECU e E e um conjunto unitario, E e chamado evento elemental. 

)2. Quando ECU e E e o conjunto vazio, E e chamado evento impossi'vel. 

)3. Chama-se evento complementar de um evento E C U o evento E = U - E, isto e, E e o conjunto formado por 
:odos os elementos que pertencem a U e nao pertencem a E. 

>4. Assim, seja o lan?amento de um dado, onde U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

Entao: 

a) o evento “obter um numero impar na face superior” e: 

E, = {1, 3, 5} C U, onde n(E,) = 3 

b) o evento complementar de E, e: 

Ei = {2, 4, 6} C U, onde n(E,) = 3 

c) o evento “obter um numero menor ou igual a 4 na face superior” 6: 

E 2 = {1, 2, 3, 4} C U, onde n(E 2 ) = 4 

d) o evento complementar de E 2 e: 

E 2 = {5, 6} C U, onde n(E 2 ) = 2 

e) o evento “obter o numero 5 na face superior” 6: 

E 3 = {5 } C U, onde n (E 3 ) = 1 
Veja: E 3 e um evento elementar. 

0 o evento “obter um numero menor ou igual a 6 na face superior” e: 

E 4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} C U, onde n(E 4 ) = 6 
Veja: E 4 e um evento certo. 

g) o evento complementar de E 4 e: 

E = 0 C U, onde n (E 4 ) = 0 
Veja: E 4 e um evento impossi'vel. 
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95. Aplica 9 ao: 

Assinale as afirma 9 oes corretas, considerando: 

19) No lan 9 amento de um dado, o evento: 

a. ( ) “obter um numero par” e E t = {0, 2, 4, 6}, onde n^) = 4. 

b. (x) “obter um numero par” e Ej = {2, 4, 6}, onde n(Ex) = 3, 

c. (X) complementar de “obter um numero par” e E x = {1, 3, 5}, onde n(Ex) = 3. 

d. (X) “obter a face 3” e E 2 = {3}, onde n(E 2 ) = 1. 

e. ( ) “obter a face 3” e E 2 = {1, 3}, onde n(E 2 ) = 2. 

f. ( ) complementar de “obter a face 3” e E 2 = {2, 4, 5, 6}, onde n(E 2 ) = 4. 

g. (X) complementar de “obter a face 3” e E 2 = {1, 2, 4, 5, 6}, onde n(E 2 ) = 5. 

h. (X) “obter um numero menor que 5” e E 3 = {1, 2, 3, 4}, onde n(E 3 ) = 4. 

i. ( ) “obter um numero menor que 5” e E 3 = {1, 2, 3, 4, 5}, onde n(E 3 ) = 5. 

j. (X) complementar de “obter um numero menor que 5” e E 3 = {5, 6}, onde n(E 3 ) = 2. 

2?) Em dois lan 9 amentos sucessivos de uma moeda, o evento: 

a. (X) “obter apenas uma cara” e Ej = {(C a , C 0 ); (C 0 , C a )}, onde n^) = 2. 

b. ( ) “obter apenas uma cara” e Ej= {(C a , C 0 ); (C Q , C a ); (C a , C a )}, onde n(E x ) = 3. 

c. (X) complementar de “obter apenas uma cara” e Ej = {(C a , C a ); (C Q , C 0 )}, onde n^) = 2. 

d. ( ) “obter duas caras” e E 2 = {(C a , C a ); (C 0 , C 0 )}, onde n(E 2 ) = 2. 

e. (X) “obter duas caras” e E 2 = {(C a , C a )}, onde n(E 2 ) = 1. 

f. (X) complementar de “obter duas caras” e E 2 = {(C a , C Q ); (C Q , C a ); (C Q , C Q )}, onde n(E 2 ) =3 

g. ( ) “obter faces iguais” e E 3 = {(C a , C a )}, onde n(E 3 ) = 1. 

h. (X) “obter faces iguais” e E 3 = {(C a , C a ); (C 0 , C 0 )}, onde n(E 3 ) = 2. 

i. (X) “obter faces nao iguais” e evento complementar de “obter faces iguais”. 

j. (X) “obter pelo menos uma coroa” e 6 4 = {(C a , C 0 ); (C Q , C a ); (C Q , C Q )}, onde n(E 4 ) = 3. 

39) Na extra 9 ao de uma carta de um baralho, o evento: 

a. (X) “tirar um as” e A = {Ao, A^, Ae, A p }, onde n(A) = 4. 

b. ( ) “tirar um as” e A = {Aq}, onde n(A) = 1. 

c. ( ) “tirar uma dama de naipe vermelho” e B = {D 0 , D c , D e , D p }, onde n(B) = 4. 

d. (X) “tirar uma dama de naipe vermelho” e B = {D 0 , D c }, onde n(B) = 2. 

e. (X) “tirar um rei de naipe preto” e C = {Rg, R p }, onde n(C) = 2. 

f. (X) “tirar um as de naipe verde” e D = 0, onde n(D) = 0. 

g. ( ) “tirar um as de naipe verde” e D = {A v }, onde n(D) = 1. 


PROBABILIDADE 


96. Defin^ao: 

Seja um experimento aleatorio e U o seu conjunto universo. 


Chama-se probabilidade de um evento A, A C U, ao numero real 
de elementos de A e n(U) o numero de elementos de U. 


P(A) = 


n (A) 
n(U) ’ 


onde n(A) e o numero 


A defini 9 ao dada s6 e valida se todos os elementos de U tern a mesma probabilidade, ou seja, U e um conjuntc 
eqiiiprobabil istico . 
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97. Aplica^ao: 

1?) Complete, usando a defmiijao anterior: 

Seja um experimento aleatorio cujo conjunto universo tem 30 elementos e os eventos A, B, C, D, E, FeG 


contidos em U. 

a) n(A) = 15 

b) n(B) = 10 

c) n(C) = 6 

d) n(D) = 3 

e) n(E) = 1 

f) n(F) = 30 

g) n (G) = 0 


p(A) = 


n(A) 


75 


n(u) aa. 


/ 

2 .... 


/O') _ n ( 10 t- 

P<B) 30 • Sl. 


p(C) 
p(D) = 
P(E) 


/ 


(c) _ 

^(U) ...30. .'5— 

m... 

?vf£j i 


P(G) = 


..Ttc.Cul 3.Q.. 

[£L 

an. 

71 LG) 


P (F) - Tklfl = 30 - _ / 

P(F) ..n.aa 3.q...:1. 


0 


.7t.(0j.. 3.i 0.. 


-= o 


2?) Complete e calcule o que se pede, considerando o lan 9 amento de um dado: 
a) A probabilidade do evento A “obter o numero 5 na face superior”. 


A = {...£.} 


n (A) = .../ 
n(U) = .6. 


71/ (A) 

p(A) = Tj.lUl 


6 


b) A probabilidade do evento B “obter o numero 3 na face superior”. 
B = {..„&} =► n(B) = 

n(U)= .A 


m w(B) i 

p(B)= ..^fez:..:...z. 


c) A probabilidade de um evento elementar C = {e}, e G {1, 2, 3, 4, 5, 6}: 
C={e} > n(C) = „J. 


n(U)= ... 6. 


TlJjCl _ -L 
p(c) = ..7t.LU.Ll. ,<L 


Observe que sendo U um conjunto de 6 elementos, o numero de subconjuntos unitarios de U e 6 
e o numero de eventos element ares e 6 e voce tem: 

p(Ci) + p(c 2 ) + p(c 3 ) + p(C 4 ) + p(C s ) + p(C 6 ) = -|- + -£+ -£-+ + -J+ ~k = - J - 


d) A probabilidade do evento D “obter um multiplo de 3 na face superior 5 
D = {3,...6}=~ n(D) = ...£ 
n(U) = ...6 


^ Mo) 2 / 

P(D) = ..tiMI.A 3... 


e) A probabilidade do evento E “obter um numero nao multiplo de 3 
E = {1, ...£, — n(E) = ../. 

n(U) = „6. 


„, F , _ *(£) .. jL,2. 

P<E) - 6. A 


f) A probabilidade do evento F “obter o numero 7 na face superior? 
F = ,.p. • n(F) = ...g 


n(U) = "6. 


„ m _ it££L,°-.o 

p< ‘ ...* (y± 6 
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g) A probabilidade do evento G “obter um numero menor ou igual a 6 na face superior”: 

G = 3?. 4-j 5 7 } => n (G) = 6 

n(U) = .6, 


71 fG) y 

p(G > = '7i(yj'~J_ 


3?) Num lan 9 amento de um dado, qual a probabilidade de se obter um numero divisor de 21 na face superior? 
n(U) = .6. 

0 evento B “obter um divisor de 21” 6 B = {1, 3 }, onde n(B) = 2 . 


P(B) = 


n(.£) 

n(£.) 


_2_ J_ 
6*3 


4?) Num lan 9 amento de um dado, qual a probabilidade de se obter um divisor de 21 ou o numero 4 na 
face superior? 

n(U) = .6 


0 evento C “obter um divisor de 21 ou o numero 4’ 

(r , _ ™(C) 3 / 

p(C) - -nfuy y 2 


i C = { }, onde n(C) = d, 


5?) Num lan 9 amento de um dado, qual a probabilidade de se obter um numero par e divisor de 10? 
n(U) = g" 

0 evento D “obter um numero par e divisor de 10” e D = { •2 } 0 nde n(D) = / . 

TllP) Jf 
P(°) = 71, (U) = 6 


6?) Em uma retirada de uma carta de um baralho de 52 cartas, calcule: 

a) a probabilidade de se obter uma dama. 

n(U) = 3 2 

D D . D , D 

0 evento A “obter uma dama” e A = {.„<?.* r Q p } 
n(A) = 

n(k.) 


p(A) = 


n(.6{.) " 32 13 


b) a probabilidade de se obter uma dama de ouro. 

n(U) = 32 

O evento B “obter uma dama de ouro” e B = {..J?....} 

n(B) = ./„ 

7S (8) J_ 
pW = 7i(U)* 32 


c) a probabilidade de se obter um rei de naipe vermelho. 

n(U) = 32 _ 

O evento C “obter um rei de naipe vermelho” e C = { 

n(C) = 2. 

71, rc) _ _2_ J_ 

p(C) - 71(UJ 32' 26 


} 


g) A probabilidade do evento G “obter um numero menor ou igual a 6 na face superior”: 

G = } => n (G) = ,6 

n(U) = .6 


p(G) = 


39) Num lan?amento de um dado, qual a probabilidade de se obter um numero divisor de 21 na face superior? 
n(U)= .6. 

0 evento B “obter um divisor de 21” 6 B = {1, 3 }, onde n(B) = .2 . . 


P(B) = 


n(.£) 


_2_ J_ 

6*3 


49) Num lan?amento de um dado, qual a probabilidade de se obter um divisor de 21 ou o numero 4 na 
face superior? 

n (U) = .6. 

0 evento C “obter um divisor de 21 ou o numero 4” e C = { ^ }, 0 nde n(C) = 

, r , nfc) 3 -L 

p(C) - 70(U)~ 6' 2 


59) Num lan^amento de um dado, qual a probabilidade de se obter um numero par e divisor de 10? 
n(U) = 

0 evento D “obter um numero par e divisor de 10” e D = onde n(D) = / 

7lfO) / 

p(°)= 7t/(U) = 6 


69) 


Em uma retirada de uma carta de um baralho de 52 cartas, calcule: 

a) a probabilidade de se obter uma dama. 


n(U) = £2" 

O evento A “obter uma dama’ 
n (A) = 4"" 

n(l.) _4_ y 

P(A) = 


e A = {fp’°C ’ 


D 

e 


n ( u m ) ■ 52~ IS 


D 


b) a probabilidade de se obter uma dama de ouro. 
n(U) = 32^ 

O evento B “obter uma dama de ouro” e B = {..J?....} 
n(B) = 

, x ^ (8) J_ 

p B = iM" 32 

c) a probabilidade de se obter um rei de naipe vermelho. 
n(U) = 32_ 

g g 

O evento C “obter um rei de naipe vermelho” e C = { o/ c } 
n(C) = .2. 

*rc) _ 2 / 

p(C)_ 32 ' 2< ° 


d) a probabilidade de se obter uma carta de espada. 

n(U) = 52 

O evento D “obter uma carta de espada” e D = { . 7. . . 7. . ie. /. ^Q. 7 . 7 . %. 7 . 7 £. %!.^} 
n(D ) = 


P(D) = 


70 fD) 13 / 




7?) No lan 9 amento de dois dados, lendo as faces superiores, calcule: 
a) a probabilidade de se obter numeros iguais nos dois dados, 
n (U) = 36, pois teremos 6 • 6 = 36 pares ordenados possfveis. 

0 evento A “obter numeros iguais” 6 A = {(1, 1); ( 2 %JL Z ); ( ( &x4. )*> ( ( .&r.£)} 

n(A) = ..6 

p(A)= i^= -JU -£ 




b) a probabilidade de se obter soma igual a 3. 
n (U) = ..36.. 

O evento B “obter soma igual a 3” e B = {(1, ); )} 

n(B) = 


P(B) = 


™_[0_L = _iL x -L 


.nju± d.6. m.. 


c) a probabilidade de se obter soma igual a 5. 
n(U) = ..36... 

0 evento C “obter soma igual a 5” e C = { .(/.tAJ.j... (. 2.. a 7. . f.A.. 
n (C) = .A.. 

p( c) = -4^,-L 


A..I.U1 

d) a probabilidade de se obter soma igual a 3 ou 5. 
n(U) = ..M... 

0 evento D “obter soma igual a 3 ou 5” e D = { (j. } . ?].i. I.?..*. i.).. j. {.%.T§). t. (.?.!. fix fj J 
n(D) = .6. 

7L [Dl _6 / 

p D JUUIZ^LL A... 

e) a probabilidade de se obter um numero par no 19 dado e um numero multiplo de 5 no 29 dado. 
n(U) = ..£6.. 

O evento E “obter um numero par no 19 dado e um numero multiplo de 5 no 29 dado” e E = 

{ 

n(E) = ..3. 

^ C£1 - J- 
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Resumo: 

Seja U o conjunto universo de um experimento aleatorio, onde n (U) = n. 

Entao: 

1?) A probabilidade do evento certo e igual a I: 

P(U) = 1 

2?) A probabilidade do evento impossfvel e zero: 

P(0) = 0 

39) A probabilidade de um evento E qualquer, ECU, e um numero real p(E) tal que: 
0<p(E)< 1 

4?) A probabilidade de um evento elementar E qualquer e: 

_l \_ 

n(U) n 

59) A soma das probabilidades de todos os eventos elementares e igual a 1: 
p(Ei) + P(E 2 ) + ... + p(E n ) = 1 

69) Para os eventos complementares E e E vale a rela$ao: 

P(E) + p(E) = 1 



EXERCI'CIOS 

SEQUfiNCIA A 

1) Considere o langamento de um dado e calcule a probabilidade 
do evento: 

a) “obter um niimero par”. 

b) “obter um divisor de 12”. 

c) “obter um nao divisor de 12”. 

d) “obter um multiplo de 3”. 

e) “obter um numero menor ou igual a 5”. 

f) “obter um numero menor que 4”. 

g) “obter um numero menor que 10”. 

h) “obter um multiplo de 11”. 

i) “obter um divisor de 17”. 

2) Um lote e formado de 10 artigos bons, 3 com defeitos 
menores e 2 com defeitos graves. Escolhendo ao acaso 
um artigo, calcule a probabilidade: 

a) do artigo ter defeito grave. 

b) do artigo ter defeito. 

c) do artigo nao ter defeito. 

3) Retira-se uma carta de um baralho de 52 cartas. Calcule a 
probabilidade do evento: 

a) “obter uma dama”. 

b) “obter uma carta de ouro”. 

c) “obter uma carta nao de ouro”. 

d) “obter uma carta de naipe preto”. 


e) “obter um as de copas”. 

f) “obter uma figura”. 

g) “obter um as de naipe vermelho”. 

h) “obter um rei ou uma dama”. 

i) “obter um as de naipe vermelho ou um rei de espadas”. 

j) “obter uma dama de naipe preto ou um as”. 

4) Considere o lan^amento simultaneo de duas moedas e cal- 
cule a probabilidade do evento: 

a) “obter faces iguais”. 

b) “obter faces nao iguais”. 

c) “obter pelo menos uma coroa”. 

d) “obter no maximo duas caras”. 

e) “obter tres coroas”. 

5) Considere o lan^amento de um dado e de uma moeda e 
calcule a probabilidade do evento: 

a) “obter o numero 5 no dado e a face cara na moeda”. 

b) “obter um numero par no dado e a face coroa na moeda”. 

c) “obter um divisor de 6 no dado e a face cara na moeda”. 

6) Uma uma contem 2 bolas brancas e 3 vermelhas e uma outra 
urna contem 1 bola branca e 2 vermelhas. Retirando-se uma 
bola de cada urna, calcule a probabilidade de que: 

a) ambas sejam brancas. 

b) ambas sejam vermelhas. 

c) a 1? seja branca e a 2? seja vermelha. 

d) a 1? seja vermelha e a 2? seja branca. 

e) as duas bolas sejam da mesma cor. 

0 as duas bolas sejam de cores diferentes. 
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Calculo da Probabilidade de um Evento 
( Experimentos sem Reposicao ) 



a) saiba identificar eventos mutuamente exclusivos e eventos 
independentes. 

b) adquira tecnicas no calculo de probabilidades: experimentos 
sem reposigao. 




Limitaremos o nosso estudo ao calculo da probabilidade de ocorrencia de um evento em dois casos: 

19 caso: o evento pode ou nao ser desdobrado em dois ou mais eventos nao independentes (problemas sem 
repos^ao). 

29 caso: o evento pode ou nao ser desdobrado em dois ou mais eventos independentes (problemas com 
repos^ao). 

ALGUNS CONCEITOS IMPORTANTES PARA O CALCULO DE PROBABILIDADES 

98. Reuniao de eventos: 

Seja um experimento aleatorio, U o seu conjunto universo e dois eventos AC U e B C U. 


A probabilidade da ocorrencia do evento A ou do evento B e dada por: 
p (A U B) = p (A) + p (B) - p (A n B). 


99. Eventos mutuamente exclusivos: 

Seja um experimento aleatorio, U o seu conjunto universo e dois eventos A C U e B C U. 
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Dizemos que A e B sao eventos mutuamente exclusivos se e somente se A O B = (ft. 
Entao, p(A U B) = p(A) + p(B), pois p(A.n B) = p(0) = 0 


Exemplo: Em uma retirada de uma carta do baralho de 52 cartas, 

o evento A: “retirar um as” ► A = {A 0 , A e , A^, A p } e 

o evento B: “retirar uma dama” — ► B = {D 0 , D e , D c , D p } 
sao eventos mutuamente exclusivos, pois A D B = 0. 

Complete as afirmasoes abaixo, considerando: 

19) Em um unico lansamento de um dado, os eventos: 

sao eventos exclusivos, pois AfiB 0. 


a) A: “obter o numero 5’ 
B: “obter o numero 4’ 




b) B: “obter o numero 4” 

C: “obter um numero impar 

c) B: “obter o numero 4” 

D: “obter um numero par” 


} 

] 


sao eventos , exclusivos, 

pois BO C = mm 0. 

sao eventos .TlOX/. exclusivos, 

pois BOD 0. 

d) E: “obter um multiplo de 3” "1 sao eventos exclusivos, 

C: “obter um numero impar” J pois EHC 0. 


29) Em uma retirada de uma carta de um baralho, os eventos: 
a) A: “obter um 3 


B: “obter um ref 


sao . . , P oi s A n B 0. 


b) B: “obter um rei” 

C: “obter um rei de naipe preto 


pois B n C 0. 

c) D: “obter um as de copas” ~| sao 

pois 


E: “obter um is de paus’ 


■} 


d) F: “obter um naipe vermelho” 
G: “obter uma dama” 


1 fa 

j 





100. Eventos independentes: 

Seja um experimento aleatorio, U o seu conjunto universo e dois eventos AC’U e B C U. 


Dizemos que A e B sao eventos independentes quando a ocorrencia de um deles independe da ocorrencia 
ou nao do outro, isto e, a probabilidade de ocorrencia de um deles independe do fato de ter ou nao ocorrido 
o outro. 


Exemplo: Seja uma urna com 5 bolas brancas e 2 vermelhas. 

I — Em duas retiradas sucessivas de uma bola com reposi^ao os eventos 

A: “obter uma bola branca na 1? retirada” e 

B: “obter uma bola vermelha na 2? retirada” sao eventos independentes, pois a probabilidade de ocorrencia 
do evento B independe da ocorrencia do evento A, uma vez que a 1? bola foi reposta na urna e assim, 
na 2? retirada, a urna tera o mesmo numero de bolas que na 1? retirada. 

II — Em duas retiradas sucessivas de uma bola sem repos^ao os mesmos eventos A e B do exemplo I sao 

eventos nao independentes, pois a probabilidade de ocorrencia do evento B depende da ocorrencia do 
evento A, uma vez que a 1? bola nao foi reposta e assim a uma tera uma bola a menos na 2^ retirada. 
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Complete as afimia^oes abaixo, considerando: 

19) Em dois lan 9 amentos sucessivos de um dado, os eventos: 
a) A: “obter 5 no 19 lan 9 amento” | 


B: “obter 3 no 29 lan 9 amento’ 


} 


b) C: “obter 3 no 19 lan 9 amento” 

D: “obter um multiplo de 3 no 29 lan 9 amento” 


} 


c) E: “obter um numero par” 

F: “obter um numero impar’ 


} 


/WMf 


eventos independentes. 

/V 

....^?^ eventos independentes. 

eventos independentes. 


29) Em duas retiradas, sucessivas, de uma carta de um baralho de 52 cartas, os eventos: 

a) A: “sair um rei na 1? retirada” 

B: “sair uma dama na 2? retirada”, 
com reposi 9 ao da 1? carta. 


eventos 


b) A: “sair um rei na 1£ retirada” 

C: “sair uma dama na 2? retirada”, 
sem reposi 9 ao da 1? carta. 


sao 


eventos 1&!> 


c) D: “sair um rei de ouro na 1? retirada” 

E: “sair uma carta de naipe vermelho na 2? retirada”, 
sem reposi 9 ao da 1* carta. 

d) D: “sair um rei de ouro na 1? retirada” 

F: “sair uma carta de naipe vermelho na 2* retirada”, 
com reposi 9 ao da 1? carta. 

39) Em dois nascimentos sucessivos, os eventos: 

) ***w*«*vr i s5o even tos 


- sao eventos 7Z&&' 


sao eventos 


“o 19 filho e menino” "I 
: “o 29 filho e menina” J 

b) A: “o 1? filho 6 menino” independents 

C: “o 29 filho e menino” J 


101. Probabilidade co ndicional : 

Seja um experiment aleatorio, U o seu conjunto universo, AC U e BCU dois eventos onde p(A) =£ 0. 

Chama-se probabilidade condicional de B, relativamente a A, a probabilidade do evento B depois 
de ocorrido o evento A. 

Indica-se p(B/A) e le-se “probabilidade de B dado que ocorreu A”. 


Valem as relagOes: p(B/A) =— e p(A/B) = com p(B) ^ 0 

102. Eventos simultaneos: 

Seja um experiment aleatorio, U o seu conjunto universo e dois eventos A C U e BCU. 

A probabilidade de que ocorram os eventos A e B simultaneamente e dada por: 
p(A n B) = p(A) • p(B/A) ou p(A n B) = p(B) • p(A/B) 
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Quando A e B sao independentes p(B/A) = p(B) e p(A/B) = p(A), pois a ocorrencia de um independe da 
ocorrencia ou nao do outro. 

Assim: 


A e B eventos independentes <=> p(A n B) = p(A) • p(B) 


cAlculo da probabilidade de um evento 

(EXPERIMENTO SEM REPOSICAO) 


103. Seja um conjunto A com N elementos e seja o experimento “retirar, ao acaso, n elementos de A”, sem reposi 9 ao 
e seja q o numero de elementos de A com uma mesma caracteristica. 


A probabilidade da ocorrencia do evento B: “obter x elementos com essa caracteristica” (x < n e x < q) 
e dada por: 


p(B) = p(x) = 


M . /N 
[xj \n 


-q 

- X 


G) 


pois 



e o total de casos possiveis, isto e, sao todas as combina 9 oes de N elementos nan. 

e o total de casos favor£veis, isto e, sao todos os agrupamentos com n elementos dos quais 
x tern uma mesma caracteristica e (n - x) nao tern essa caracteristica. 



Exemplos: 

19) Uma urna con tern 10 bolas, sendo 4 vermelhas e 6 brancas. A probabilidade de sair 3 bolas vermelhas 
em 5 retiradas sem reposi 9 ao e dada por: 


p(x) = 


(!)•(?:!) 

“D 


onde 


N = 10 (total de bolas) 
q = 4 (total de bolas vermelhas) 
x = 3 (sair 3 bolas vermelhas) 

n = 5 (numero de retiradas) 


portanto: p(3) = 


a • Cs°--3 4 ) (?) • ® 

= (s°) 


4! 


6! 


( 


3! 1 ! 2! 4! 

10 ! 

5! 5! 


_5_ 

21 


29) De um baralho de 52 cartas, retiram-se ao acaso 3 cartas sem reposifao. A probabilidade de sair 2 cartas 
de naipe vermelho e dada por: 


P(x) 


portanto: 



p(2) = 


(?) • [ 5 l:l 6 



N = 52 (total de cartas) 
q = 26 (total de cartas de naipe vermelho) 
x = 2 (sair 2 cartas de naipe vermelho) 
n = 3 (numero de retiradas) 
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104. Aplica 9 ao: 

Complete voce e calcule: 

19) Uma urna contem 4 bolas pretas e 5 bolas brancas. Qual a probabilidade de sair 2 bolas brancas em 
4 retiradas sucessivas sem reposi^ao? 


POO 


1 q 1 

. / 

r N - q ) 

UJ 

1 

, 2k.r.X. ) 



\ 


U- 

) 


onde « 


portanto: p(2) = 


(f) 

•( 

9-5 \ 
4-2 ) 



) 


N = 4±5.-.2... 

(total de bolas) 

q = ...5... 

(total de bolas brancas) 

2 

(sair 2 bolas brancas) 

n = . 4 

(numero de retiradas) 

5/ 

4! 

2/3 / 

2/2 / /O 


9/ 

AJ/J5L. 


2 / 


29) Num baralho com 52 cartas, qual a probabilidade de sair 2 reis em 3 retiradas sucessivas sem reposi^ao? 


p(x) = 


portanto: 



N = ..§ 2 ,.. (total de cartas) 
q = ... 4 :.... (total de reis) 
x = ... 2 .... (sair 2 reis) 
n = ...' 3 ..... (numero de retiradas) 

4/ 48! 

2!2J_ ' 1/47/ 

52/ 

3/49/ 


72 _ 

5525 


39) Uma uma contem 3 bolas amarelas e 2 bolas brancas. Qual a probabilidade de sair bolas de cores diferentes 
em 2 retiradas sucessivas sem reposi 9 ao? 

0 evento “sair 2 bolas de cores diferentes” em 2 retiradas equivale ao evento “sair apenas 1 bola branca” 
em 2 retiradas sem reposi$ao, pois isto significa sair 1 branca e 1 nao branca. Portanto, basta calcular a 
probabilidade de sair 1 bola branca em 2 retiradas sem reposi$ao. 

Assim: 



N= (total de bolas) 


q = 

(total de bolas brancas) 

X = / 

(sair 1 bola branca) 

n = 

(numero de retiradas) 

2 • ■ 

3f 

i/2! 3 

5/ 

5 

2/3! 



49) Uma uma contem 5 fichas pretas e 7 fichas amarelas. Qual a probabilidade de sair 2 ou 3 fichas pretas 
em 4 retiradas sucessivas sem reposi^ao? 

O evento E: “sair 2 ou 3 fichas pretas” em 4 retiradas sem reposi 9 ao equivale a reuniao dos eventos: 
A: “sair 2 fichas pretas” em 4 retiradas sem reposi 9 ao 

B: “sair 3 fichas pretas” . em 4 retiradas sem reposi 9 ao que sao eventos mutuamente exclusivos e portanto 
p(E) = p(A U B) = p(A) + p(B) 
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a) Calculo de p(A): 


\N-q 



b) Calculo de p(B): 

N = (total de fichas) 

q = ^5 (total de fichas pretas) 

x = ...v?..... (sair 3 fichas pretas) 
n = 4 (numero de retiradas) 


N = .42.... (total de fichas) 
q = (total de fichas pretas) 

x = . 2 ... (sair 2 fichas pretas) 
n = mm 4. (numero de retiradas) 



~ HT " gg 

MtJt. 


Voce obteve p(A) = -rr e p(B) = - 55 - e portanto: 

44 14 ~ 42 + 44 s 56 

p(E) = p(AU B) = p(A) + p(B) = gg gg gg 


J4_ 

33 


59) Num conjunto de 4 valetes e 4 damas, qual a probabilidade de sair 3 valetes ou 4 damas em 6 retiradas 
sem repos^ao? 

O evento E: “AOC4, 3 ^ 4 A?*#?” em 6 retiradas sem repos^ao equivale a reuniao dos eventos: 

/MU4, 3 ” em ^ retiradas sem repos^ao. 

B:“ /XM, 4 daxtfM ” em 6 retiradas sem repos^ao. 


Os eventos A e B sao mutuamente exclusivos e portanto 
p(E) = p(AUB) = 


a) Calculo de p(A): 



N = 8 

(total de 

coa/oa ) 

< q = .A... 

(total de 

zraAeiet ) 

1 x= 3 

(sair 3 'lAtic/eA . ) 

n= 6 

(numero 

de /zstct&daA ) 

4! . 

4/ 


3M >3 

1 /// 

4 

8! 


7 

6 / 2 ' 




b) Calculo de p(B): 

N = jS_ ) 

q -4 {Tfo£a£ de ..dAnuM ) 

x = 4. VPtP P .dam&s ) 

n = 6 


P (B) = p(4) = 


(i) • (S:i) , 


4! 


All 


4APL ZUL - 

s/ 

6 / 2 / 


6. 

3 

14 
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3_ m 8 _j+_3_ 
/4. 74- 


±L 

t '4 


Voce obteve p(A) = y e p(B) = e portanto: 
P (E) = p(A U B) = -p(A) +p(B) * 


69) Uma uma contem 5 fichas pretas e 7 fichas amarelas. Qual a probabilidade de sair pelo menos 1 ficha 
preta em 4 retiradas sucessivas sem reposi^ao? 

0 evento E: sair pelo menos 1 ficha preta” em 4 retiradas sucessivas equivale a reuniao dos eventos: 

A: “sair 1 ficha preta” em 4 retiradas sem reposi 9 ao 

B: “sair 2 fichas pretas” em 4 retiradas sem reposi 9 ao 

C: “sair 3 fichas pretas” em 4 retiradas sem reposi 9 ao 

D: “sair 4 fichas pretas” em 4 retiradas sem reposi 9 ao 

que sao eventos mutuamente exclusivos e portanto: 

p(E) = p(A U B U C U D) = p(A) + p(B) + p(C) + p(D) 

O calculo de p(E) fica mais facil se usarmos o evento complementar E: “sair fichas nao pretas” em 
4 retiradas sucessivas sem reposi 9 ao, ou E: “sair zero fichas pretas” em 4 retiradas sem reposi 9 ao. 
Entao, tern os: p(E) = 1 - p(E). 


N = ..£2... ) 

q = ...5..... ) 

x = ) 

n = ...4..... ( ) 

v5/ 7/ 

0/6/ ' 4/3/ ^ 7 

tZ/ ' 

HIT.. 




a) Calculo de p(E): 


p(x) = 


(t Htt) 

it) 


onde 


P (E) = p( 0 ) = 


m (tti 

Cl ’L 


b) Calculo de p(E): 

_ 7 

Voce obteve p(E) = — ; entao p(E) = 1 - p(E) = 


7 92 

9 SL ML 


79) 


Numa sala com 6 rapazes e 4 mo$as, escolhendo-se ao acaso 3 pessoas para foimar uma comissao (sem 
reposi?ao), qual a probabilidade de se ter pelo menos um rapaz nessa comissao? 


evento E: “escolher pelo menos um rapaz” 

evento E: “escolher pessoas nao rapazes” ou E: “escolher zero rapazes” 


Entao, p(E) = 1 - 

a) Calculo de p(E): 



($) • (tS) 

(11 


N = ..to..... (MzZ.ds.p&mf.. ) 

q = .A.... ) 

n = .3. ( 

6 / 4 /_ 

0/6/ 3/S/ 

to/ 

6/..7.1 


) 

) 


P (E) = p( 0 ) = 


JL-.-L 

720 30 


b) Calculo de p(E): 


/ 

30 


2g_ 

30 


p(e) = /- p(E) = / - 


89) Numa sala com 6 rapazes e 7 mo 9 as, escolhendo-se ao acaso 5 pessoas para formar uma comissao, qual 
a probabilidade de se ter pelo menos 2 rapazes nessa comissao? 


evento E: “escolher pelo menos 2 rapazes” 

evento E e a reuniao dos eventos mutuamente exclusivos 

Entao, p(E) = p(A U B) = .$(*[.±£.(§ 1 . e p(E) 
a) Calculo de p(A): 


{ 


A: “escolher zero rapazes” 
B: “escolher 1 rapaz” 




n = 'J3_ 

q = ) 

x = ) 

n = ( tut ???#*#.. ) 

6 / 7 / 

0 / 6 / ‘ 5 / 2 / 7 

13 / ' 429 


b) Cdlculo de p(B): 

N = ,J3.. ( ) 

q = ) 

x = ) 

n = ) 


c) Calculo de p(E): 

p(E) = p(AUB)= p(A) + p( B J* 

Entao p(E) = 1 - ..pMi. = /- 


=> P(B) = 

atm. . 

(ii. 


6/ 7/ 


1/5/ ' 4/3/ 70 


13! " 429 

5/6/ 

70 _ 

77 

429 429 

_ 429-77 

. - .3&Z 

: 4 . 2 . 2 . 

: . 4 . 2 . 9 ...... 


99) Seja uma urna U com 5 bolas vermelhas, 3 bolas pretas e 4 bolas amarelas. Voce verd 5 situasDds diferentes 
para o calculo de probabilidade: 

I - Calcule a probabilidade de se obter 1 bola vermelha na 1? retirada e 1 bola preta na 2* retirada 
sem reposi^o da 1? bola. 

evento E: “obter 1 bola vermelha na 1? retirada e 1 bola preta na 2? retirada” 
equivale a ocorrencia simultanea dos eventos: 

A: “retirar 1 bola vermelha” 

B: “retirar 1 bola preta” 

que sao eventos nao independentes, pois a probabilidade da ocorrencia de um deles depende da 
ocorrencia ou nao do outro e portanto: p(E) = p(AO B) = p(A) • p(B/A). 
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a) Calculo de p(A): 

N = ) 

q = ..A... ( AA<A'.Ak. AAAkt. . > 

x = ...i.... ( : . ) 

n = 1 (14 retirada) 


P(A) = p(l) = 


(t) cm . * 
til i 


b) Calculo de p(B/A): 

N = 1 1 (total de bolas depois da 1? retirada) 

q = ...A.. { 

x = ... jL. ( ) 

n = 1 (24 retirada) 


P(B) = P(l) = 



c) Calculo de p(E): 

p(E) = P (A n B) = p(A).-p(SM)= -J2 ’ -fi~ = J4 


II - Na mesma urna (5V, 3P, 4A), calcule a probabilidade de se obter uma das bolas vermelha e outra 
preta em 2 retiradas sucessivas sem repos^ao. 

0 evento E: “obter uma bola vermelha e uma bola preta” equivale a reuniao dos eventos C e D onde: 

evento C: “obter uma bola vermelha na 1? retirada e uma bola preta na 24 retirada”. 
evento D: “obter uma bola preta na 14 retirada e uma bola vermelha na 24 retirada”. 

Os eventos C e D sao eventos mutuamente exclusivos e portanto p(E) = p(C U D) = p(C) + p(D), 
onde p(C) e p(D) se calculam como no item anterior. 


Assim: 

5 

p(C) = p (vermelha O preta) = p (vermelha) • p(preta/vermelha) = 

p(D) = p(preta n vermelha) = "P ( > pbC&bJ 

p ( cud ) = p( c )+p( D )= -ff* ~j2~ 


_ 5 _ 
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III - Na mesma urna descrita (5V, 3P, 4 A), calcule a probabilidade de se obter 1 bola vermelha, 1 bola 
preta e 1 bola amarela nessa .ordem em 3 retiradas sucessivas sem reposi 9 ao. 

0 evento E: “retirar 1 bola vermelha, 1 bola preta e 1 bola amarela” nessa ordem, equivale a 
ocorrencia simultanea dos eventos A, B e C onde: 
evento A: “retirar 1 bola vermelha” 
evento B: “retirar 1 bola preta” 
evento C: “retirar 1 bola amarela” 

Os eventos A, B e C sao eventos nao independentes e portanto 

p(E) = p(A n B O C) = p (vermelha) • p(preta/vermelha) • p(amarela/preta e vermelha) 


a) Calculo de p(veimelha): 

N = ..iZ... ( ) 

q = ....'5... ( 33$.. H&. ,43lP.. ) 

x = . 3 ...... ( 

n = .../.... ( ) 


p(vermelha) = p(l) = 



b) Cdlculo de p(preta/vermelha): 

N = (total de bolas depois da 1? retirada) 

Q = . 3 ..... ( ) 

x = (4§"Z 

n = ) 


p(preta/vermelha) = p(l) = 

m. an . _i 

(ii : ..." 


c) Calculo de p(amarela/preta e vermelha): 

n = _jo._ ( ) 

x = ( <%$:. . ) 

n = ) 


=> p(amarela/preta e vermelha) = p(l) = 



70 


Portanto: 

p(E) = p (vermelha) • p (preta/vermelha) • p(amarela/preta e vermelha) = 


72 77 70 22 


IV — Na mesma urna U (5V, 3P, 4A), calcule a probabilidade de se obter uma das bolas vermelha, outra 
preta e outra amarela em 3 retiradas sucessivas sem reposi^ao. 

A probabilidade do evento E: “retirar 1 bola vermelha, 1 bola preta e 1 amarela” em qualquer ordem 6 
p(E) = p(A) • ^ j 3 j j ^ = p(A) • 3! 

onde o evento A 6 “obter 1 bola vermelha, 1 bola preta e 1 bola amarela” nessa ordem, que 6 o 
problema do item III, obtendo p(A) = ^r. 

Logo, p(E) = p(A) • 3! = ~22~ ' 3 = ~Jj~ 


V - Considerando a mesma uma (5V, 3P, 4A), calcule a probabilidade de se retirar 1 bola vermelha e 
1 bola preta em 4 retiradas sucessivas sem repos^ao. 


O evento E: “retirar 1 bola vermelha e 1 bola preta” em qualquer ordem, em 4 retiradas, significa 
“retirar 1 bola vermelha, 1 bola preta e 2 bolas amarelas” em qualquer ordem. 


A probabilidade do evento E 6 p(E) = p(A) 
vermelha, 1 bola preta e 2 bolas amarelas” 



nessa ordem. 


onde o evento A 6 “obter 1 bola 
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0 event o A 6 equivalente a ocorrencia simultanea dos eventos B, C e D onde: 

evento B: “ ” 

evento C: “ ” 

evento D: “ ” 

Os eventos B, C e D slo eventos e portanto 

p(A) = p(B n C H D) = p(vermelha) • 

. ./p£ ..t... 


a) C£lculo de p(veimelha): 

n = .I2ftgfa£,,d&,< 

q = 

x = . . . . /.. $?£.&. .... 

n = 


> p(vermelha) = p.(f„J 

. (II cm 


5_ 

12 


b) Cdlculo de p(preta/vermelha): 

q = ..kf 

x = 

n = 


p(preta/vermelha) = p(\ 



3_ 

71 


c) Cdlculo de p (amarela/preta e vennelha): 

n = 10, .(.&fa£.. da 

q = ..42.4^2^...^!?:. ^c$z6 am&tP&ZlJ.. 

x = 

n = 


=> p (amarela/preta e vermelha) = 

Portanto, p(A) = p(B O C O D) = 



d) Cilculo de p(E): 

/ 4 \ JL- . 4J. - -2- 

p(E) = P (A) • ( 1; 1>2 ) = J6 .//// £ / // 
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EXERCICIOS 


SEQUfiNCIA A 

1) Uma uma contem 7 bolas pretas e 4 bolas brancas. Reti- 
rando-se 4 bolas, sem reposisao, qual a probabilidade de 
que 3 sejam pretas? 

2) Uma uma contem 4 bolas vermelhas e 5 bolas azuis. Reti- 
rando-se 4 bolas, sem reposi^ao, qual a probabilidade de 
que 2 sejam vermelhas? 

3) Numa classe de 10 rapazes e 5 mo?as sorteiam-se 3 alunos 
para formar uma comissao. Calcule a probabilidade de se ter: 

a) uma comissao so de rapazes. 

b) uma comissao de 2 rapazes e 1 mo^a. 

c) uma comissao de 1 rapaz e 2 mogas. 

4) De um baralho de 52 cartas, retiram-se 4 cartas, sem 
reposi 9 ao. Qual a probabilidade de se ter 3 ases? 

5) Seja um conjunto de cartas de 4 ases e 4 dam as. Retirando-se 
3 cartas, sem reposi$ao, qual a probabilidade de que todas 
sejam ases? 

6) Uma uma contem 5 bolas brancas, 3 vermelhas e 2 amarelas. 
Retirando-se 3 bolas, sem reposi$ao, qual a probabilidade 
de que 2 delas sejam brancas? 

7) Num conjunto de cartas se tern 4 ases e 4 damas. Retirando-se 
5 cartas, sem reposi^ao, qual a probabilidade de se ter 

2 damas ou 3 damas? 

8) Numa uma foram colocadas fichas com os numeros 1, 2, 
5, 6, 7, 10, 12 e 15. Retirando-se 3 fichas, sem reposi^ao, 
qual a probabilidade de se ter um multiplo de 3 ou 2 
divisores de 10? 

9) De 12 pessoas, 7 sao favoraveis a um tern a A e 5 sao 
favoraveis a um tema B. Sorteando-se 4 pessoas, calcule a 
probabilidade de se ter: 

a) 2 pessoas favoraveis ao tema A. 

b) 3 pessoas favoraveis ao tema A e 1 pessoa favoravel ao 
tema B. 

c) 2 pessoas favoraveis ao tema A ou 4 pessoas favoraveis 
ao tema B. 

10) Numa reuniao com 4 rapazes e 8 mo$as, sorteando-se 3 
pessoas, qual a probabilidade de se ter pelo menos uma 
mo^a? 

11) Uma uma contem 4 bolas pretas e 5 bolas amarelas. Reti- 
rando-se 4 bolas, sem reposi^ao, qual a probabilidade de 
se obter pelo menos 2 bolas amarelas? 

12) De um conjunto de 4 reis e 4 damas, retiram-se 3 cartas. 
Qual a probabilidade de se obter no maximo 1 rei? 

13) De um conjunto de 4 reis e 4 damas, retiram-se 3 cartas. 
Qual a probabilidade de se ter no maximo 2 damas? 

14) Uma uma contem 3 bolas brancas e 2 vermelhas. Retirando-se 

3 bolas, sem reposi^ao, calcule a probabilidade de se ter: 

a) 3 bolas brancas. 

b) 2 bolas brancas e 1 vermelha. 

c) pelo menos 2 bolas brancas. 

d) no maximo 2 bolas vermelhas. 


15) De um conjunto de 4 damas, 4 reis e 4 valetes, retiram-se 

4 cartas, sem reposi^ao. Calcule a probabilidade de que: 

a) as 4 cartas sejam reis. 

b) as duas primeiras sejam reis e as duas ultimas sejam damas. 

c) duas delas sejam reis e duas sejam damas. 

d) duas delas sejam reis e apenas uma seja dama. 

16) Uma equipe e formada por 3 mosas e 5 rapazes. Esco- 
lhendo-se ao acaso 3 elementos dessa equipe, calcule a 
probabilidade de que: 

a) os 3 sejam rapazes. 

b) apenas 1 deles seja rapaz. 

c) pelo menos 2 sejam mogas. 

d) no maximo 2 sejam rapazes. 

e) o primeiro escolhido seja 1 rapaz e os outros 2 sejam 
mogas. 

17) Numa uma ha 4 bolas marcadas com os numeros 2, 3, 4 e 9. 
Retiram-se 2 bolas, sem reposisao, e adicionam-se os numeros 
marcados nas bolas. Calcule a probabilidade desta soma ser 
um multiplo de 3. 

18) Dois temas A e B devem ser votados por 5 membros 
escolhidos ao acaso de uma equipe de 12 elementos. Calcule 
a probabilidade do tema A ser escolhido, sabendo-se que 

5 sao favoraveis ao tema A e os 7 restantes sao favoraveis 
ao tema B. 

19) Uma uma contem 5 bolas brancas, 3 vermelhas e 2 amarelas. 
Retiram-se 3 bolas, sem repos^ao. Calcule a probabilidade 
de que: 

a) 2 delas sejam brancas. 

b) a 1? seja branca, a 2? seja vermelha e a 3? amarela. 

c) as 3 bolas sejam de cores diferentes. 

20) Num grupo de pessoas, 8 sao argentinos, 4 sao portugueses 
e 3 sao japoneses. Escolhendo-se ao acaso 5 pessoas, calcule 
a probabilidade de que: 

a) todos sejam argentinos. 

b) apenas 2 sejam japoneses e 1 seja portugues. 

RESPOSTAS 

1) N = 11; n = 4; x = 3; q = 7 => p(3) = -ji 

2) N = 9; n = 4; x = 2; q = 4 => p(2) = 

3) a) N = 15; n = 3; x = 3; q = 10 => p(3) = |y 

b) N = 15; n = 3; x = 2; q = 10 => p(2) = |y 

c) N = 15; n = 3; x = 1; q = 10 => p(l) = 

4) N = 52; n = 4; x = 3; q = 4 => p(3) = 

5) N = 8; n = 3; x = 3; q = 4 =* p(3) =—L 

6) N = 10; n = 3; x = 2; q = 5 => p(2) = -jj 
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7) A: obter 2 damas: N = 8; n = 5; x = 2; q=4 => p(A) = y- 

B: obter 3 damas: N = 8; n = 5; x = 3; q = 4 => p(B) = y- 

8) A: obter 1 multiplo de 3: 


I 


N = 8; n = 3; x = 1; q = 3 => p(A) = || 

B: obter 2 divisores de 10: 

N = 8; n = 3; x = 2; q = 4 => p(B) = ~ 

9) a) N = 12; n = 4; x = 2; q = 7 => p(2) = |y 

b) N = 12; n = 4; x = 3; q = 7 => p(3) = -|| 

c) A: ter 2 favoraveis ao tema A: 

N = 12; n = 4; x = 2; q = 7 =* p(A) = |y 
B: ter 4 favoraveis ao tema B: 

N = 12; n = 4; x = 4; q = 5 => p(B) = 


p(E) = P (A UB)=-|+-|=-| 


27 


p(E) = p(A U B) = -^ 


10) E: ter 0 mogas: 


1 


p(E) = p(AUB)= || 


N = 12; n = 3; x = 0; q = 8 => p(E) = -^ p(E) = 1 - p(E) = || 


55 


11) Ei : obter 0 amarela: 

N = 9; n = 4; x = 0; q = 5 =► p(I,) = -jyr 
E 2 : obter 1 amarela: 

N = 9; n = 4; x = l; q = 5 => p(E 2 ) = |y 

12) A: obter 0 rei: 

N = 8; n = 3; x = 0; q = 4 => p(A) = -jy 
B: obter 1 rei: 

N = 8; n = 3; x = 1; q = 4 =s> p(B) = -| 

13) E: obter 3 damas: 

N = 8; n = 3; x = 3; q = 4 =s> p(E) = -jy 

14) a) N = 5; n = 3; x = 3; q = 3 =* p(3) = -jy 

b) N = 5; n = 3; x = 2; q = 3 => p(2) = -| 


55 


P (E) = p(E, UE,)^ 


P (E) = 1 - p(E) = || 


p(E) = p(A UB)= y 


P(E) = 1 - p(E) = || 


c) A: obter 2 brancas: 

N = 5; n = 3; x = 2; q = 3 
B: obter 3 brancas: 


P(A) = 5 


N = 5; n = 3; x = 3; q = 3 ^ p(B) = - 


P (E) = p(AUB)=^ 


d) E: obter 3 vermelhas: evento impossivel pois existem apenas 2 bolas vermelhas => p(E) = 0 p(E) = 1 ■ 

15) a) N = 12; n = 4; x = 4; q = 4 =>• p(4) = 
b) A: obter 2 re is: 

N = 12; n = 2; x = 2; q = 4 => p(A) = -jj 
B: obter 2 damas: 

N = 10; n = 2; x = 2; q = 4 => p(B/A) = 


P (E) = p(A n B) = ^ 


c) pelo problema anterior, p(A) = y , p(B/A) = -jy =#■ p(E) = p(A) • p(B/A) • ^ 2^ ) 

d) A: obter uma dama: 


P(E)= 55 


N = 12; n = 1; x = 1; q = 4 => p(A) = -y 


B: obter 2 reis: 

N = 11; n = 
C: obter 1 valete: 


N = 11; n = 2; x = 2; q = 4 => p(B/A) = — 


P(E) = p(A) • p(B/A) • p(C/A, B) 


( l.tO 


P(E) = 1 


P (E) = 


16) a) N = 8; n = 3; x = 3; q = 5 
b) N = 8; n = 3; x = 1; q = 5 


p(3) = 
P(l) = 


_5_ 

28 

11 

56 


c) A: escolher 2 mo^as: 

N = 8; n = 3; x = 2; q = 3 
B: escolher 3 mo^as: 

N = 8; n = 3; x = 3; q = 3 

d) E: escolher 3 rapazes: 

N = 8; n = 3; x = 3; q = 5 

e) A: escolher 1 rapaz: 

N = 8; n = 1; x = 1; q = 5 
B: escolher 2 mo^as: 

N - 7; n = 2; x = 2; q = 3 


s * \ 15 

p(A) = 56 


p(B) 


= -L [ 

56 J 


p(E) = p(A U B) = - 


P (E) = ^ p(E) = 1 - p(E) = || 


P(A) = { 
p(B/A) = j 


' p(E) = p(AriB) = 


_5_ 

56 


17) A: obter o numero 2: x 

N = 4; n = 1; x = 1; q - 1 =>• p(A) = j 
B: obter o numero 4: > 

N = 3; n - 1; x = 1; q = 1 =» p(B/A) = y 
C: obter o numero 3: x 

N = 4; n = 1; x = 1; q = 1 => p(C) = j 
D: obter o numero 9: r 

N = 4; n = 1; x = 1; q=l =» p(D/C) = -| 


p(Ej) = p(AflB) 



p(E 2 ) = p(Cn D) 



| e p(E) = p(E, U E 2 ) = j 


18) A: obter 5 favoraveis a A: . 

N = 12; n = 5; x = 5; q = 5 => p(A) - Tyy 
B: obter 4 favoraveis a A: 

N = 12; n = 5; x = 4; q = 5 => p(B) = ► 

C: obter 3 favoraveis a A: 

N = 12; n = 5; x = 3; q = 5 => p(C) = 


p(E) = p(AUBUC) 


P(E) 


41 

132 


19) a) N = 10; n = 3; x = 2; q = 5 => p(2) = -jy 
b) A: obter 1 branca: 

N = 10; n = 1; x = 1; q = 5 => p(A) = y- 


B: obter 1 vermelha: 

N = 9; n = 1; x = 1; q = 3 
C: obter 1 amarela: 


p(B/A) = y 


^ P(E) = p(A) • p(B/A) • p(C/A, B) = yy 


N = 8; n = 1; x = 1; q = 2 => p(C/A, B) = y 

c) pelo problema anterior, p(A) = p(B/A) - y; p(C/A, B) = y e portanto p(E) = p(A) «p(B/A) -p(C/A,B) 



20) a) N = 15; n = 5; x = 5; q = 8 => p(5) = 
b) A: obter 2 japoneses: 

N = 15; n = 2; x = 2; q = 3 => p(A) = ^ 

B: obter 1 portugues: 

N = 13; n = 1; x = 1; q = 4 =► p(B/A) = -jy ► 
C: obter 2 argentinos: 

N = 12; n = 2; x = 2; q = 8 => p(C/A, B) = yy 


p(E) = p(A) • p(B/A) • p(C/A, B)- 



16 
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Calculo da Probabilidade de um Evento 
( Experimentos com Reposicao) 



adquira t^cnicas no calculo de probabilidades de experimentos com reposicao. 


105. Estudaremos agora o 2? caso do calculo de probabilidade: o evento pode ou nao ser desdobrado em dois ou 
mais eventos independentes (problemas com repos^ao). 

Seja um conjunto A com N elementos, um experimento aleatorio repetido n vezes nas mesmas condi^oes e q o 
numero de elementos de A com uma mesma caracteristica. 

A probabilidade de que ocorra x vezes (x < n) um evento elementar B cujo elemento tern essa mesma carac- 
teristica e dada por: 




1 - 


N 


pois 


(*r 

nr 

GO'-M" 


e a probabilidade do evento elementar B ocorrer x vezes. 

e a probabilidade do evento complementar B ocorrer (n - x) vezes. 

e a probabilidade da ocorrencia de B e B em n experimentos numa certa ordem. 

e a probabilidade da ocorrencia de B e B em n experimentos em todas as ordens 

possfveis. 


Exemplos: 

1?) Lan 9 ando-se um dado 5 vezes, a probabilidade de sair a face 2 quatro vezes 6 dada por: 


p<x) - (:)•(*)'• (■ -§) nx ° nde 


N = 6 (total de faces de um dado) 
q = 1 (total de face 2) 
x = 4 (sair 4 vezes a face 2) 
n = 5 (numero de lan 9 amentos) 


portanlo: p(4 ).(^|) 4 . .j)’ ' . . 


25 

7776 
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2?) Uma urna con tern 10 bolas, sendo 4 vermelhas e 6 brancas. A probabilidade de sair 3 bolas vermelhas 
em 5 retiradas com reposi 9 §o e dada por: 


P(x) = 





portanto: p(3) = 


onde < 


N = 10 (total de bolas) 
q = 4 (total de bolas vermelhas) 

x = 3 (sair 3 vezes 1 bola vermelha) 

n = 5 (numero de retiradas) 




i ' 3 

3! 2! I 5 


5! 


3' 2 


144 

625 


106. Aplica 9 ao: 

Complete e calcule: 

1?) Uma urna tern 3 bolas brancas e 5 bolas azuis. Qual a probabilidade de sair 3 bolas azuis em 4 retiradas 
sucessivas, com reposi 9 ao? 


p(x) = 


P(3) = 


.3. 


aN-r* 


onde 


N = mm (total de bolas) 
q = ...*5.. (total de bolas azuis) 
x = (sair 3 vezes 1 bola azul) 

n = .A.... (numero de retiradas) 


St 


-1 


4.3 


4L . (S_f . /4-)i 375 

U.i.L W... {..dl f.0.24... 


2?) Lan^ando-se uma moeda 6 vezes, qual e a probabilidade de sair 5 vezes a face cara? 




onde < 


N = mm 2. (total de faces de 1 moeda) 
q = (total de caras de 1 moeda) 

x = ..'5. (sair 5 vezes cara) 
n = (numero de lan^amentos) 


W-stir 







32 


3?) Lan 9 ando-se um dado 5 vezes, qual e a probabilidade de sair 3 vezes um numero fmpar ou multiplo de 4? 

N = 6 (total de faces de um dado) 


p(x) 


M.) 


<V 


onde 




q = jf (total de faces fmpares ou mul- 
tiplo de 4) 

x = ..3.. (sair 3 vezes um numero fmpar 
ou multiplo de 4) 

n = ..4?. (numero de lan 9 amentos) 


p(3) = 

4?) Lan 9 ando-se um dado 6 vezes, qual e a probabilidade de sair 5 vezes um numero par e divisor de 4? 

r N = (total de faces de ) 


pw ■ 


onde < 


q = t (total de faces pares e divisores 

de . 4 ... ) 

x = .4?. (sair 5 vezes um numero 

) 

n = .6. (numero de 

* ) 
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P(5) = 


4 

243 


/$ ) (2 f A 2 f- 6 6/ a // f/2 )' 

(sJ W • ('- T7 ‘sn l ’ (tJItJ - 


5?) Lan 9 ando-se um dado 4 vezes qual a probabilidade de sair duas ou tres vezes o numero cinco? 

0 evento E: “sair 2 ou 3 vezes o numero 5” em 4 lan 9 amentos equivale a reuniao dos eventos: 

A: “sair 2 vezes o numero 5” em 4 lan 9 amentos 

B: “sair 3 vezes o numero 5” em 4 lan 9 amentos 


que sao eventos mutuamente exclusivos e portanto: 
P (E) = p (A U B) = p(A) + p(B) 

• C£lculo de p(A): 



p(A) = p (2) = 



(total 



(total 

(sair 2 vezes a face 5) 
(numero de lan 9 amentos) 


) 


• Calculo de p(B): 

N = . 6 . (total de ) ' 

q = (total de ) 

x = A. (sair ) 

n = (numero de ) 



25 5 

Voce obteve p(A) =“ 215 " e P(B) = 324 e P° rt anto: 

p(E) = p(aub)= + Sk 


6 ?) Lan 9 ando-se uma moeda 5 vezes, qual a probabilidade de sair a face cara pelo menos 1 vez? 

evento E: “sair a face cara pelo menos 1 vez” 
evento E: “sair a face cara zero vezes” 


• Calculo de p(E): 


p(x) = 


4 


f 9 \** 

1- J onde 


N = 

q = 


X = 

n = 


p(E) = p(0)= i 1 - 


2. ( J 

O ( 1^44. d'.J&tf'. 443*4' ) 




2 / 


32 


j_ _ 3j 
32 32 


• Calculo de p(E): 

p(E) = 1 - p(E) = 


7?) Lan 9 ando-se uma moeda 5 vezes, qual a probabilidade de sair cara pelo menos 2 vezes? 

evento E: “sair a face cara pelo menos 2 vezes” 

evento E: “sair a face cara zero vezes ou uma vez”, que e equivalente a reuniao dos eventos A: “sair 

a face cara zero vezes” e B: “sair a face cara uma vez” que sao eventos mutuamente exclusivos 

e portanto: 

p (E) = p (A U B) = + e p (E) = 1 - 

© Calculo de p(A): 


q = 1 ( dotal de cata de, 

'Ida,') 


/ mote 

x = .9... ( 

n = .9... ( dt, n&rf ) 

• Calculo de p (B): 

n = ..2. 

q = J... 

1 77UftCtO' ) 

x = ( O&U.. L p JP2?. OP. 

n = 5 ( OPIUlP.. ; 




P(A) = 


(o)( / 


-t) 


5-0 


31 1J_ff 1 )3 / 

0151 (2/ ( 21 ’ 32 

(?m 

-f t - 

51 

1141 

w-Wr-& 


Calculo de p(E): 
p(E) = p(AUB) = 


pM + p( 6 )* 


32 




e portanto: p(E) = 1 - p(E) = 


/ - 


16 


5 

32 

J3_ 

16 


3 

16 


EXERCI'CIOS 
SEQUfiNCIA A 

1) Uma uma cont^m 3 bolas vermelhas, 2 bolas brancas e 
5 amarelas. Retiram-se 3 bolas, com reposi^ao. Calcule a 
probabilidade de: 

a) se obter 2 bolas vermelhas. 

b) se obter 1 bola branca. 

c) se obter 3 bolas amarelas. 

2) Uma urna contem 3 bolas brancas e 2 vermelhas. Retiram-se 
3 bolas, com reposi$ao. Calcule a probabilidade de: 

a) se obter 3 bolas brancas. 

b) se obter 2 ou 3 bolas brancas. 

3) Um lote e formado de 3 artigos bons e 2 com defeitos. 
Escolhem-se ao acaso 2 artigos, com repos^ao. Calcule a 
probabilidade de: 


a) se obter 2 artigos bons. 

b) se obter 2 artigos defeituosos. 

c) se obter apenas 1 artigo bom. 

4) Uma caixa contem 6 bolas brancas e 4 azuis. Retiram-se 
4 bolas, com reposi$ao. Calcule a probabilidade de: 

a) se obter apenas 2 bolas brancas. 

b) se obter apenas 1 bola azul. 

c) se obter as 4 bolas da mesma cor. 

5) Um lote 6 formado de 3 artigos bons, 5 artigos com defeitos 
menores e 2 artigos com defeitos graves. Escolhem-se ao 
acaso 3 artigos, com reposi^ao. Calcule a probabilidade de: 

a) se obter 2 artigos bons. 

b) se obter 3 artigos com defeitos menores. 

c) se obter 1 artigo com defeito. 

d) se obter 1 artigo sem defeito. 

e) se obter nenhum deles com defeito. 

f) se obter pelo menos 1 sem defeito. 

g) se obter no maximo 2 com defeito. 
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6 ) Considere um conjunto de cartas com 4 ases e 2 damas. Retiram-se 4 cartas, com reposisao. Calcule a probabilidade de: 

a) se obter 2 ases. 

b) se obter pelo menos 1 dama. 

c) se obter 2 ases ou 1 dama. 

d) se obter no maximo 1 as. 


RESPOSTAS 


1) a) N = 10; n = 3; x = 2; q = 3 

b) N = 10; n = 3; x = 1 ; q = 2 

c) N = 10; n = 3; x = 3; q = 5 ■ 

2) a) N = 5;n = 3;x=3;q=3 ; 
b) A: obter 2 bolas brancas: 

N = 5;n=3;x = 2;q=3 * 

B: obter 3 bolas brancas: 

N = 5;n=3;x=3;q = 3 : 
» 

3) a) N = 5; n = 2; x = 2; q = 3 = 

b) N = 5; n = 2; x = 2; q = 2 : 

c) N = 5;n=2;x=l;q=3 = 

4) a) N = 10; n = 4;x = 2;q = 6 = 

b) N = 10; n = 4; x = 1 ; q = 4 = 

c) A: obter 4 brancas: 

N = 10; n = 4;x = 4;q = 6 = 
B: obter 4 azuis: 

N = 10; n = 4; x = 4; q = 4 = 

5) a) N = 10; n = 3; x = 2; q = 3 = 

b) N = 10; n = 3; x = 3; q = 5 = 

c) N = 10; n = 3; x = 1; q = 7 = 

d) N = 10; n = 3; x = 1; q = 3 = 

e) N = 10; n = 3; x = 0; q = 7 = 

f) E: obter zero sem defeito: 

N = 10; n = 3; x = 0; q = 3 = 

g) E: obter 3 com defeito: 

N = 10; n = 3; x = 3; q = 7 = 


P(2) = 

P(l) = 


189 

1000 

48 

125 


p(3)=! 

27 

P(3)= 125 


P (A) = 


54 

125 


27 

P(B)= T25 


P(2) = 25 


-P(2)=25 

/ 1 \ 12 
- P (1) = * 25 " 

2 16 

P (2) ‘ 625 


P(l) = 

P (A) = 

P (B) = 
P (2) = - 


216 

625 


81 

625 

16 

625 

189 


1000 


p(3)= i 


P (1) = 
P(l) = 
P(0) = 


189 

1000 

441 

1000 

27 

1000 


P (E) = p (A U B) 

■■ ’w-m 


p(E) = p(AUB) 
97 

" P (E > = 625 


- 343 =■ 657 

P(E) 1000 e p(E > - 1 -P( £ ) - 1000 


P(E)= lS ep(E)=l-p(E )=- 657 


1000 
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6) a) N = 6; n = 4; x = 2; q = 4 

b) E: obter zero damas: 

N = 6;n = 4;x = 0;q=2 

c) A: obter 2 ases: 

N = 6;n = 4;x=2;q = 4 
B: obter 1 dama: 

N = 6;n = 4;x=l;q = 2 

d) A: obter zero ases: 

N = 6;n = 4;x = 0;q = 4 
B: obter 1 as: 

N = 6; n = 4; x = l;q = 4 


P (2) = 2T 


p(E) = |y e p (E) = 1 - p (E) = |y 


P ( A > = 27 


P (B) = 


32 

81 


p(A)=gi 


p( B )= n 


p (E) = p (A U B) 

• nj. 56 

" P (E >=8f 


P (E) = p (A U B) 
••• P(E)=| 
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Proposicoes Primitivas 
Determinacao de Pianos 



a) se familiarize com os postuiados . 

b) reconhega e aplique os postuiados. 

c) saiba reconhecer quando um piano esta determinado. 


No desenvolvimento da Geometria neste volume, alem de admitirmos no9oes primitivas e propos^oes primitivas, 
daremos uma seqiiencia logica de propos^oes fundamentais sem nos atermos as suas demonstra9oes, mas siin as suas 
aplica9oes visando o encaminhamento do raciocfnio logico das demonstra9oes dessas aplica9oes. 


NOQ0ES primitivas 

107. Sao no 9 oes primitivas as no9oes de ponto, reta e piano. 

Indicaremos: os pontos por letra latinas maiusculas A, B, C, ... 

as retas por letras latinas minusculas a, b, c, ... 
os pianos por letras gregas minusculas a, 0, 7, ... 

Representaremos graficamente : 

o ponto por 

a reta por ou < 

o piano por 



PROPOSIQ0ES primitivas ou postulados ou axiomas 

108. Postuiados da existencia: 
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P-1: Existe ponto, existe reta e existe piano. 

P-2: Numa reta, bem como fora dela, existem infinitos pontos. 
P-3: Num piano, bem como fora dele, existem infinitos pontos. 



109. Postulados da determinate) : 

P-4: Se dois pontos sao distintos, entao existe uma unica reta a qual eles pertencem. 

P- 5 : Se tres pontos nao pertencem a uma mesma reta (nao alinhados), entao existe um unico piano ao qual 
eles pertencem. 


110. Postulados da inclusao: 

P-6: Se uma reta tern dois pontos distintos num piano, entao ela esta contida nesse piano. 


111. Postulados da separat 0 * 

19) da reta: 

P-7: Um ponto P de uma reta r divide-a em dois conjuntos (semi-retas de origem P) rj e r 2 tais que: 

r i ( "'r 2 = {P}, r I Ur 2 = r e AGr,, = 

B G r 2 , B # P J ~~ 


P esta entre A e B. 



29) do piano: 


P-8: Uma reta r de um piano a divide-o em dois conjuntos convex os aq e a 2 (semipianos de origem r) 
tais que: 


oq n c * 2 = r, oq U a 2 = a 


e 


AGa,, A^r'l 
BGa 2 ; B^r J 


3 P I AB O r = {P}. 



Observato: Regiao convexa e um conjunto de pontos tal que quaisquer que sejam seus pontos Ae B 
distintos, o segmento AB esta contido nessa regiao. 

39) do espa 90 : 

Espa90 e o conjunto de todos os pontos. 

P-9: Um piano a do espa90 E divide-o em dois conjuntos convexos Ej e E 2 (semi-espa90 de origem a) 


tais que: 



155 


112. Postulado de Euclides: 

P-10:Por um ponto nao pertencente a uma reta existe uma unica reta paralela a reta dada. 

Observa^oes: 

1?) Duas retas res sao paralelas se e somente se sao coplanares (estao num mesmo piano) e nao tem 
ponto comum. 



2?) Duas retas res sao reversas se e somente se nao sao coplanares e nao tem ponto comum*. 



113. Aplica 9 §o: 


1?) Assinale 

a. 

(X) 

b. 

( ) 

c. 

(X) 

d. 

(X) 

e. 

( ) 

f. 

( ) 

g- 

( ) 

h. 

( ) 

i. 

(X) 

j- 

(X) 

1. 

(X) 

m. 

(X) 

n. 

(X) 

o. 

( ) 

P- 

(X) 

q- 

( ) 

r. 

( ) 

s. 

(X) 


as aflrma 9 oes corretas, de acordo com os postulados dados: 

Numa reta existem infinitos pontos. 

Fora de uma reta existe um unico ponto. 

Fora de uma reta existem infinitos pontos. 

Dois pontos distintos determinam uma unica reta. 

Dois pontos distintos determinam infinitas retas. 

Um ponto determina uma unica reta. 

Dois pontos distintos determinam um unico piano. 

Tres pontos distintos determinam um unico piano. 

Tres pontos distintos nao colineares determinam um unico piano. 

Se dois pontos distintos de uma reta pertencem a um piano, entao a reta esta contida no piano. 
Um piano tem infinitos pontos. 

Todo piano a divide o espa 90 em dois semi-espa 90 s de origem a. 

Um piano tem infinitas retas e o espa 90 tem infinitos pianos. 

Por um ponto P, nao pertencente a uma reta r, existem duas retas distintas paralelas a r. 

Por um ponto P, nao pertencente a uma reta r, existe uma unica reta paralela a reta r. 

Se duas retas nao coplanares res nao tem ponto em comum, entao elas sao paralelas. 

Se duas retas coplanares res nao tem ponto em comum, entao elas sao reversas. 

Se duas retas res nao tem ponto em comum, entao elas sao paralelas se estiverem contidas num 
mesmo piano ou reversas se nao estiverem contidas num mesmo piano. 
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2?) Determinant) de urn piano. 

Complete, justificando as afirma 9 oes: 

a) Uma reta reum ponto P nao pertencente a r determinam um piano que os contem. 

Devemos mostrar a existencia e a unicidade do piano formado por re P^r. 

Assim: 

I - Constru^ao da figura em etapas: 





II — Pod^mos tomar os pontos A e B tais que A =£ B, AEr, BEr, pelo postulado P-2, que diz: 

c WM? 

III — Existe um piano a determinado pelos pontos P^r, A6r e B E r, pelo postulado P-5, que diz: 

IV — Existencia: o piano a formado pelos tres pontos P, A e B e tambem formado pela reta r e o ponto 

P, pois r C a, pelo postulado P-6, que diz: 

V — Unicidade: o piano a formado pela reta r e o ponto Peo piano formado pelos pontos A, B e P 

nao colineares, que pelo P-5 e unico. 


b) Duas retas concorrentes res determinam um piano que as cont£m. 
I — Constru 9 ao da figura em etapas: 



II — Seja r O s = {P} e tomemos A =£ ? A E £ e B ^ P, B e $ , o que e possfvel pelo postulado 

P-2, que diz : 4 6 . 771 

III — Existe um piano a determinado pelos pontos P, A e B, pelo postulado P-5, que diz: 

ponttf 7id& /witen cem 4 47?t4 mama Atte., tntat? -<^z ^33?. 

'jd&txir 

IV — Existencia: o piano a formado pelos tres pontos R, Ae Be tambem formado pelas retas re s, 

pois rCa e sCa, pelo postulado P-6, que diz: 

V — Unicidade: o piano formado pelas retas r eseo piano formado pelos pontos % & %m e & n% e 
pelo postulado P-.^. este piano e . 
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c) Duas retas paralelas res determinant um piano que as cont6m. 

I - Existencia: o piano formado por duas retas paralelas sempre existe pela propria defm^ao de retas 
paralelas, que diz: 

. . ^< 7 ??. . 

II — Unicidade: esse piano e unico, pois podemos considera-lo como o piano formado por uma reta e 
um ponto da outra reta. 


114. Resumo: 

As afirma 9 oes sobre a determinate de pianos sao: 

P-5: Tres pontos nao pertencentes a uma mesma reta determinant um piano ao qual eles pertencem. 
T-l: Uma reta e um ponto nao pertencente a ela determinant um piano que os content. 

T-2: Duas retas concorrentes determinant um piano que as content. 


EXERCfCIOS 
SEQUfiNCIA A 


1) Mostre que: 


2) Mostre que se tres retas sao concorrentes duas a duas e 
nao passam por um mesmo ponto, entao elas estao contidas 
num mesmo piano. 

3) Sejam duas retas paralelas e uma terceira reta que as inter- 
cepta. Mostre que elas sao coplanares. 


a) num piano existem infinitas retas. 

b) no espa^o existem infinitas retas. 

c) no espa$o existem infinitos pianos. 


4) Seja um quadrilatero qualquer no espa^o. Mostre que se as 
retas que content dois de seus lados opostos sao concorrentes, 
entao o quadrilatero esta contido num piano. 
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Posicoes Relativas de Retas e Pianos 
Intersecao de Pianos 



a) conhega as posigoes relativas entre retas e pianos . 

b) conhega algumas proposigoes fundamentals sobre intersegao 
de pianos . 

c) saiba aplicar essas proposigoes para verificar outras afirmagoes. 

d) transfira conhecimentos e perceba uma sequencia Idgica no 
desenvolvimento do conteudo. 


POSIQ0ES RELATIVAS DE UMA RETA E UM PLANO 


115. Reta contida em um piano: 

Se a reta e o piano tem dois pontos comuns, 
entao a reta esta contida no piano (P - 6), ou seja, 
todos os pontos da reta pertencem ao piano. 


r n a = r 


116. Reta concorrente com o piano: 

Se a reta e o piano tem apenas um ponto comum, 
entao a reta 6 concorrente com o piano (“fura” o piano). 



r n a = {P} O ponto P 6 chamado tra 9 o da reta no piano. 



117. Reta paralela ao piano: 

Se a reta e o piano nao tem ponto comum, entao 
a reta 6 paralela ao piano. 


r 




y n a = 0 
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POSIQOES RELATIVAS DE DOIS PLANOS 


118. Pianos coincidentes ou iguais: 

Se os pianos a e p tem tres pontos comuns, nao 
colineares, entao a e ft sao iguais. 


119. Pianos secantes ou concoirentes: 

Se os pianos a e p tem apenas uma reta r em 
comum, entao eles sao secantes. 


b. 


0 = <* = P 





a O p = r A reta r 6 chamada interse^ao de a e p. 




120. Pianos paralelos: 

Se os pianos a c p nao tem ponto comum, entao 
eles sao paralelos. 



121. Valem as seguintes afirma 9 oes: 

1^) T-4: Se dois pianos sao distintos e tem um ponto comum, entao a interse^o dos pianos e uma unica 
reta que passa por esse ponto. 




a P, P E a e Pep => adp = r e PGr 

24) T-5: Se tres pianos sao distintos e dois a dois secantes segundo tres retas distintas, entao ou essas tres 
retas sao concorrentes num unico ponto ou elas sao paralelas duas a duas. 
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122. Aplica^oes: 

19) Assinale as afirma^oes corretas: 

a. ( ) Se a reta r e o piano a sao concorrentes, entao eles tem dois pontos em comum. 

b. (X) Se a reta r e o piano a sao concorrentes, entao eles tem apenas um ponto comum. 

c. (X) A =£ B; A G r e A G a; BEr e BGa =► rCa 

d. ( ) A =£ B; AGr.e AG a; BEr e B^a => rCa 

e. (X) VA, AGr e A^a => iC\a = 0 

f. (X) Se os pianos a e 0 tem em comum uma reta r e um ponto P^r, entao a e 0 sao iguais. 

g. (X) r=£s; rCa e r C P; sCa e sC p => a = P 

h. ( ) Se os pianos a e p tem apenas uma reta em comum, entao eles sao iguais. 

i. (X) Se os pianos a e p tem apenas uma reta em comum, entao eles sao secantes. 

j. (X) (*0/3 = 0 <=> a//P 

l. (X) a * 0, Pea e Pep 3 r |c*O0 = r e PGr 

m. ( )ai=P, Pea e PG0 => c*O0 = {P} 

n. (X) Se dois pianos sao secantes, a interse^o 6 sempre uma reta. 

o. (X) r//s e t^s => r//t 

p. ( ) r//s e t//s =► rOt = {P} 

29) Mostre que sao verdadeiras as propos^oes: 

a) Se dois pianos a e 0 sao secantes e uma 
reta r contida no piano a € concorrente 
com o piano P num ponto P, entao o 
ponto P pertence a interse 9 ao de a e p. 



dados: 

a e p secantes 
rCa e r 0/3 = {P} 


mostrar que 


fun: 

PGa n p 


Conseqiiencia dos dados: r C a e PGr => PG e Ot 

r n u = {P} => p p 

a O P = i 


Para mostrar que P pertence a interse 9 ao dos dois pianos, basta mostrar que a interse 9 ao passa por P. 
Entao: afi^ = i "1 

p g ot l T-4 , a interse 9 ao de a e P 6 uma farfz que contem o ponto • 

P e'X J 

Logo, a reta rCa “fura” o piano p na interse 9 ao de a e (3, ou seja, P pertence a interse 9 ao de a e p. 
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b) Se dois pianos a e p sao secantes e contem 
respectivamente as retas res paralelas 
entre si, entao cada uma delas 6 paralela 
a interse 9 ao dos pianos a e p. 





dados: 

a. n p sao 

r c x mostrar que 

sC /3 

r 1G 

Conseqiiencia dos dados: 

a e p secantes => a D 0 = 4 
T-3 

xlls ■ 3 piano 7 lr ,~„7 e s J— . 7 

Entao: 
a n 0 = 4 


fun: 

r a a n 0 

s d a n 0 


rCa e rC7 => a07= ^ 
sC0 e s C 7 =* /}r>7= /6. 


T-5 


-n.m.M. ou r //s, s // i, i//r 


r n s n i = {P} contradiz os dados, pois r^s. Portanto as retas r, s e i sao ... 

. ' 

Logo, r //i e s//i. 

c) Se dois pianos a e p sao secantes, r 6 uma 
reta contida no piano a paralela a inter- 
se 9 ao ideaej 3 eM^i£ um ponto do 
piano p, entao, a interse 9 ao do piano 
formado pela reta r e o ponto M com 
o piano p 6 uma reta paralela a r. 



dados: 

ot c P sao 
r .// a n p 
M P e M i 

Conseqiiencia dos dados: 

a n p = O 

r // i 

M & p [ T-4 

M pl( r , M) 


mostrar que 


fim: 


pl(r, M) n p 6 uma reta paralela & r. 


a interse 9 ao do piano P com o pl(r, M) 6 uma reta s tal que E 3 


Devemos mostrar que essa reta s 6 paralela a r. 
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Entao: 


T-5 


msm-M.. ou »//,. i.//. 


a n p = ^ 
aHpl(r, M) = ^ 

0 O pl(r, M) = 

rdsfli = { contradiz os dados, pois r//i. Portanto as retas r, s e i sao 

• ' 

Logo, s // r. 




EXERCICIOS 
SEQUfiNCIA A 

1) Seja um triangulo ABC e M, N e P os pontos em que os 
prolongamentos dos lados dos triangulos furam o piano ol 
Mostre que M, N e P sao colineares. 


A 



2) Sejam dois pianos secantes aej3(anj3=i), r Cae P o 
ponto em que r fura |3 e seja 7 o piano determinado pela 
reta r e um ponto M Gj3e M Mostre que Of 0/307 = {P}. 



3) Dado um quadrilatero reverso ABCD (quadrilatero cujos 
vertices nao estao num mesmo piano), e M o ponto medio 
de AB, N o ponto medio de AC, X o ponto medio de BD 
e R o ponto medio de CD, mostre que MNXR e um paralelo- 
gramo. 



4) Dado um quadrilatero reverso ABCD, e M o ponto medio 
de AB, N o ponto medio de AC e 7 o piano determinado 
por M, N e D, mostre que a interse 9 ao de ($ com 7 e 
paralela a MN. 
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Paralelismo 



a) conhega as proposigoes fundamentals do paralelismo de retas 
e pianos e do paralelismo de pianos. 

b) saiba aplicar as proposigoes fundamentals para demonstrar 
outras proposigdes. 

c) relacione os conhecimentos ja adquiridos com os novos 
conhecimentos. 

djfaga transference de conhecimentos. 


PARALELISMO ENTRE RETAS E PLANOS 


123. Valem as seguintes afirmasoes: 

1?) Se uma reta e paralela a um piano, entao existe uma reta nesse piano paralela a primeira reta. 
r Hoc => 3sCa \s//i 

2?) Se uma reta nao contida em um piano e paralela a uma reta desse piano, entao a reta e paralela ao piano, 
r^s, r$/aesCa=>r^a 

3?) Podemos reunir as duas proposi 9 oes anteriores com o seguinte enunciado: 

T-7: Uma cond^ao necessaria e suficiente para que uma reta nao contida num piano seja paralela ao piano 
e que ela seja paralela a uma reta do piano. 

r II a <=> T^a e 3 sCa|r//s 

Observa 9 ao: cond^ao necessaria: r II a =»r(Zfa e 3sCa|r^s 

condi 9 ao suficiente: r^a e 3sCa|r>fs => r II a 

4?) T-8: Se uma reta e um piano tern um ponto comum e sao ambos paralelos a uma mesma reta, entao a 

primeira reta esta contida no piano. 


Per e Pea 

r // s e a // s 


r Ca 
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124. Aplica 9 ** o: 

1?) Assinale as afirma 9 oes corretas: 

a. ( X) $ e ^ uas retas r e s sao paralelas e se a e um piano paralelo a r que contem um ponto de s, entao a 

contem s. 

b. ( ) i /! ol => 3 s, sCa |rHs= {P} 

c. ( X) r U a => Vs, sCa, rHs=0 

d. ( X r H a =► 3 s, s C a | r // s 

e. ( X) Se uma reta e paralela a um piano, entao existe urna reta do piano que e paralela a primeira reta. 

f. ( ) Se r e s sao duas retas paralelas e um piano a contem r e nao contem s entao s e concorrente com a. 

g. ( x) Se r e s sao duas retas paralelas e um piano a contem r e nao contem s, entao s e paralela a a. 

h. ( X) r II s, s // a 

PCr e PGa 

i- ( ) 


r C a 


r//s, s//a *1 
per e pea J 


■ </.a 


j. ( ) Por um ponto fora de um piano existe uma unica reta paralela ao piano. 
1 . ( X P° r um ponto fora de um piano existem inflnitas paralelas ao piano. 


2?) Mostre que sao verdadeiras as afirma 96 es: 

a) Se dois pianos sao secantes e uma reta 
de um deles e paralela ao outro piano, 
entao essa reta 6 paralela a interse 9 ao 
desses pianos. 



dados: fim: 

a e P secantes, a O (3 = i mostrar aue /fc // 4 

r C a e r // 3 

Conseqiiencia dos dados: 

a n 0 = i => i .CT. a e i CZ j3 
r II fi => r n = 0 ' 

rCa =>rOa = 

Para mostrar que r // i, basta mostrar que r e i estao contidas num mesmo piano e nao tern ponto 
comum. 

De fato: 

rC “ ) =* r e i S50 retas ^ r ° 1 = {P} 

iCa J ou r JJ i 

Vejamos qual das duas altemativas rfii = {P} ou r//ie verdadeira. 

Assim: 

rfii = {P} 1 P 6 i,P€reP => r n $ = £P} , o que contradiz os dados, pois r .// 3. 
[ c 0 I Logo a 2 a altemativa e verdadeira, isto e, r .//i. 


b) Se uma reta e paralela a dois pianos secantes, entao ela e paralela a interse?ao desses pianos. 




dados: 

a e 0 secantes, a H/J = i mostrar que 
r a e r // 0 

Conseqiiencia dos dados: 

X“7 _ 

r II a = » 3 s, sCa|s/r 

r H0 3 t, 

Temos entao: 


fim: 
r // i 


S/Q T -6 
t/r J 



37 IsC 7 


e 


t cr.. 7 


a O 0 = _ 
a n 7 = 

0 n 7 = £• 


T-5 


iOsHt -{£L OU i s, t e s// 1 


Vejamos qual das duas alternativas e a verdadeira: 

iOsOt ={P} e falso pois s ((„ t; logo a alternativa verdadeira e i/s, i//t e s//t 
Como: i ^ s ^ 


.// r 


T-6 


r//i 


125. Resumo: 

No paralelismo entre reta e piano, valem as seguintes afirma 9 oes: 

1?) T-7: Uma cond^ao necessaria e suficiente para que uma reta nao contida num piano seja paralela ao piano 

e que ela seja paralela a uma reta do piano. 

r II a <=> r 4- a e 3sCa|r^s 

2?) T-8: Se uma reta e um piano tern um ponto comum e sao ambos paralelos a uma mesma reta, entao a 

primeira reta esta contida no piano. 

PGr e PGa 1 

} => rCa 
r//sea//s J 

3?) T-9: Se dois pianos sao secantes e uma reta de um deles e paralela ao outro piano, entao essa reta e paralela 

a interse 9 ao desses pianos. 

aH0=i, rCa e i // p => r II i 
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4?) T-10: Se uma reta e paralela a dois pianos secantes, entao ela e paralela a interse 9 ao desses pianos, 
a H 0 = i, i //oc e r // 0 » r // i 

PARALELISMO ENTRE PLANOS 

126. Vale a seguinte propos^ao fundamental: 

T-ll: Uma condi 9 ao necessaria e suficiente para que dois pianos distintos sejam paralelos e' que um deles 
contenha duas retas concorrentes que sejam paralelas ao outro piano. 

a //l 3 <=> 3 rCa » 3 sCa > r Ds = {P} \r//P e s//p 

X 


127. Aplica 9 oes: 


1?) Assinale 

a. 

(X) 

b. 

( ) 

c. 

(X) 

d. 

(X) 

e. 

( ) 

f. 

(X) 

g- 

(X) 

h. 

(x) 

i. 

( ) 

j- 

(x) 

1 . 

(X) 


as afirma 9 oes corretas: 

0 espa 9 o tern inflnitos pianos. 

Por um ponto fora de um piano existe uma unica reta concorrente com esse piano. 

Por um ponto fora de um piano existem inflnitas retas concorrentes a esse piano. 

Se dois pianos sao paralelos entre si, entao toda reta contida num deles e paralela ao outro piano. 
Se uma reta r esta contida num piano a e r e paralela a um piano 0 entao a e paralelo a 0. 
Se duas retas concorrentes estao contidas num piano a e sao ambas paralelas a um piano 0, 
entao a // 0. 

r C a, sCtt, rfis =.{P} e t // (5 e s//fi =» a//$ 

Por um ponto fora de um piano existe um unico piano paralelo ao primeiro piano. 

Por um ponto fora de um piano existem dois pianos paralelos ao primeiro piano. 

Se dois pianos sao paralelos entre si, toda reta que encontra um deles encontra tambem o outro. 
Se dois pianos sao paralelos entre si e um terceiro piano e secante com um deles, entao ele e 
secante com o outro. 


2?) Mostre que valem as afirma 9 oes: 

a) Se dois pianos distintos a e 0, paralelos 
entre si, sao interceptados por um ter- 
ceiro, entao as interse 9 oes sao paralelas 
entre si. 


dados: 


a // P 

a /X y = r 

^ .0... y = s 


mostrai que 


fim: 


h//s 


Conseqiiencia dos dados: 

a/0 — =>• a H0 = 
a n 7 = r => r C„ a e r m (Z.. 7 
pny = s => s.C J e s Xtt.. y 



Para mostrar que res sao paralelas basta mostrar que res sao coplanares e nao tern ponto comum. 
De fato: 

r c 7 e s C y =*■ r e s => r {]... s = {P} ou r //. S 

Vejamos qual das altemativas e verdadeira. Assim: 
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rn »-fe/ ^P.€..r e P.gj.s’j P .£=. a 

como rCo e sCj J e Pej 

Logo, a 2? alternativa e verdadeira, ou seja, r // s. 


= 0 
dos, pois a n 


, o que contradiz os da- 

fi = ...0... ■ 


b) Seja uma reta r paralela a um piano a , 
um ponto A pertencente a r, um ponto 

P nao pertencente are n£o pertencente 
a a. 

Se a reta PA e paralela ao piano a, entao 
qualquer que seja o ponto B pertencente 
a reta r, PB e paralela ao piano a. 



dados: 

r // a, P ol e P ^ r 
A ££ r e PA //a 
B 6E. r, B qualquer 


fim: 


mostrar que ^ ^ 


Conseqiiencia dos dados: 

P^r e A6r =» PA O r = J. , isto e.PAer sao 


r PA .// a | T-l l o piano 0 formado pelas retas rePA e a a, 

PA e r concorrentes / entao a fi 0 = , r CT /3 e P 0. ' 

Para mostrar que PB U a, basta mostrar que a reta PB e o piano a nao tern ponto comum. 

De fato: 

P^a =>PB.^.. a =* PB ,//,a ou PI? . 0 .. <* = {X} 

Vejamos qual das alternativas e verdadeira: 

PBOa = .(Xj ==> X€pb e X6al 

r C 0, PG0 e BGr =*PB C. 0 J X ^ «H0 o que contradiz o fato de a H0=0. 

Logo, a 1? alternativa e verdadeira, isto e, PB .//a qualquer que seja o ponto Bet. 


128. Resumo: 

No paralelismo entre piano e piano valem as afirma 9 ( 5 es: 

1?) T-ll: Uma cond^ao necessaria e suficiente para que dois pianos distintos sejam paralelos e que um deles 
contenha duas retas concorrentes que sejam paralclas ao outro piano. 

a// P <=» 3 r C a, 3 s C a, r n s = {P} | r // 0 e s // 0 

2?) T-l 2: Por um ponto fora de um piano existe um unico piano paralelo ao primeiro piano. 

3?) T-13: Se dois pianos sao paralelos entre si e uma reta e concorrente com um deles, entao ela encontra 
tambem o outro. 

4?) T-14: Se dois pianos sao paralelos entre si e um terceiro piano e secante com um deles, entao ele e secante 
com o outro. 

5?) T-l 5: Se dois pianos distintos a e 0, paralelos entre si, sao interceptados por um terceiro, entao as 
interse 9 oes sao paralelas entre si. 
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6?) T-16: (Tales): Um feixe de pianos paralelos que encontra duas retas transversals determina sobre elas 
dois coniuntos de segmentos proporcionais. 


EXERCfCIOS 

SEQUfiNCIA A 

Mostre que sao verdadeiras as seguintes afirmaQoes: 

1) Se uma reta e paralela a intersegao de dois pianos, entao 
ela e paralela aos dois pianos. 

2) Se dois pianos Q. e /3 sao paralelos, entao toda reta contida 
num deles e paralela ao outro. 

3) Se duas retas r e s de um piano a sao paralelas eP^a, 
entao a interse^ao dos pianos pi (r, P) e pi (s, P) e paralela 
a OL. 


4) Dadas duas retas reversas r e s e um ponto P nao pertencente 
a essas retas, existe sempre um piano paralelo as retas res, 
passando por P. 

5) Se dois pianos paralelos interceptam duas retas paralelas, 
entao os segmentos determina dos sobre essas retas sao con- 
gruentes. 

6) Dados os pontos A, B, C e um piano Oc tal que A B 
e C ^a, a reta que passa por M e N, pontos medios 
CA e CB, e paralela ao piano OL. 

7) Dadas duas retas concorrentes r e s e um ponto P, P ^pl (r, s), 
a reta que passa pelos pontos Q e R, simetricos de P em 
rela^ao as retas r e s, e paralela ao piano determinado 
por res. 


i 


f 
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Perpendicularismo 



a) conhega as proposigoes fundamentals do perpendicularismo 
de retas e pianos e do perpendicularismo de pianos . 

b) saiba aplicar as proposigoes fundamentals para demonstrar 
outras proposigoes. 

c) relacione os conhecimentos j& adquiridos com os novos 
conhecimentos. 

d) faga transference de conhecimentos. 




PERPENDICULARISMO ENTRE RETA E PLANO 


129. Definite): uma reta r 6 perpendicular a um piano a quando o encontra num ponto e 6 perpendicular a todas 
as retas do piano a que passam por esse ponto. 

Em simbolos: 


f 19) rOa = {P} 

\ 29) rls, VsCa e PEs 


130. Valem as seguintes afirma95es: 

14) T-17: Uma condi 9 ao necessdria e suficiente para que uma reta seja perpendicular a um piano 6 que seja 

perpendicular a duas retas concorrentes desse piano. 

rla <=> rfia = (P) e 3s, t; sCa, tCalrls e rlt 

24) T-18: Se uma reta 6 ortogonal a duas retas concorrentes de um piano, entao ela 6 perpendicular a esse 

piano. 

Observa 9 ao: duas retas res sao ortogonais 
se e somente se sendo s’ paralela 
a s por um ponto P de r, s’ 6 
perpendicular a reta r. 

Indica-se r ortogonal a s por 
rls. 
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131. Aplica^oes: 

19) Assinale as aflrma 96 es corretas: 

a. (X) Se uma reta e perpendicular a um piano a num ponto PE a, entao ela e perpendicular a todas 

as retas de a que passam por P. 

b. ( ) Se uma reta 6 perpendicular a um piano a num ponto PE a, entao ela 6 perpendicular a todas 

as retas do piano a. 

c. ( ) Por um ponto P fora de um piano a, existem infinitas retas perpendiculares a a. 

d. (X) Por um ponto P fora de um piano a, existe uma unica reta perpendicular a a. 

e. (X) Por um ponto P pertencente a um piano a, existe uma unica reta perpendicular a a. 

f. ( ) Por um ponto P pertencente a um piano a, existem infinitas retas perpendiculares a a. 

g. ( ) Se uma reta e perpendicular a apenas uma reta de um piano a, entao ela 6 perpendicular a a. 

h. (X) Se uma reta 6 perpendicular a duas retas concorrentes de um piano, entao ela 6 perpendicular a 

esse piano. 

i. (X) Se duas retas sao perpendiculares a um mesmo piano, entao elas sao paralelas entre si. 

j. ( ) Se duas retas sao perpendiculares a um mesmo piano, entao elas sao concorrentes. 

l. (X) Dois pianos distintos perpendiculares a uma mesma reta sao paralelos entre si. 

m. ( ) Dois pianos distintos perpendiculares a uma mesma reta sao secantes. 

n. (X) Se uma reta r 6 perpendicular a um piano a , entao a 6 perpendicular a r. 

o. (X) Se dois pianos sao paralelos entre si, entao toda reta perpendicular a um deles e perpendicular 

tambem ao outro. 

29) Mostre que sao verdadeiras as proposi 9 oes: 

a) Se uma reta r e perpendicular a uma reta s de um piano a e ortogonal a uma outra reta t desse 
piano, nao paralela a s, entao a reta r 6 perpendicular a a. 


r 


r 




fim: 



Conseqiiencia dos dados: 


rls e sCa => i s = {P} , 



rit sendo t’ //t por um ponto de r, t’ ^ r 


Para mostrar que r e perpendicular ao piano a basta mostrar que r 6 perpendicular a duas retas 
concorrentes de a. 

De fato: 
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rl ..ii* e t’„C„a 
r JL s e s C ... 4 , 
f n s = M. 


T-17 . ^ 


b) Seja uma reta r perpendicular a um piano a e uma 
r em a. Mostre que res sao ortogonais. 


reta s contida em a nao passando pelo tra$o de 




dados: fBn: 

r JL, a e rna=.(^J„ mostrar que Jfc.J-.S... 

s .C . « e p ..$£ s C 

Conseqiienda dos dados: 

1 e r n a = {P} defin^ao r ^ a todas as retas de a que passam 

S C a e P£s P - 10 (EucUdes) 3 *'..&.<* I e s’..//s 

Para mostrar que r e s sao ortogonais basta mostrar que r e perpendicular a uma reta paralela a «. 

De fato: , , 

detinipao r -L-S... [ definigao r _l_ s 

.i«, P como ' J 


132. Resumo: 

No perpendicularismo de reta e piano, valem as seguintes afirma?oes: 

14) T-17: Uma condi$ao necessdria e suficiente para que uma reta seja perpendicular a um piano e que 

seja perpendicular a duas retas concorrentes desse piano, 
r la r no = {P} e 3 s, tCalris e rlt 

24) T-18: Se uma reta 6 ortogonal a duas retas concorrentes de um piano, entao ela 6 perpendtcular a 

esse piano. 

ris e rit, r e sCa, sHt = {P} => rla 

34) T-19: Por um ponto P, existe uma unica reta perpendicular a a. 

44) T-20: Se dois pianos sao perpendiculares a uma mesma reta, entao sao paralelos entre si. 

54) T-21: Se duas retas sao perpendiculares a um mesmo piano, entao elas sao paralelas entre si. 

64) T-22: Se dois pianos sao paralelos entre si, entao toda reta perpendicular a um deles t perpendicular 

tambem ao outro. 

74) T-23: Se uma reta r 6 perpendicular a uma reta s de um piano a e ortogonal a uma outra reta t desse 

piano, nao paralela a s, entao a reta r i perpendicular a a. 
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PERPENDICULARISMO DE PLANO E PLANO 


133. Defin^ao: dois pianos sao perpendiculares entre si se e somente se um deles cont&n uma reta perpendicular 
ao outro. 

<*10 <=► 3rCa I r!0 

134. Valem as seguintes afirma 9 des: 

14) T-24: Se dois pianos sao perpendiculares entre si e uma reta de um deles 6 perpendicular a interse 9 ao, 

entao essa reta e perpendicular ao outro piano. 

a 10, rCa, rlaH/J => r!0 

24) T-25: Se dois pianos sao perpendiculares entre si e uma reta perpendicular a um deles tern um ponto 

comum com o outro, entao ela esta contida nesse outro. 

34) T-26: Por uma reta nao perpendicular a um piano existe um unico piano perpendicular ao primeiro 

piano. 


135. Aplica 9 des: 

19) Assinale as afirma 9 oes corretas: 

a. (X ) Um piano a e perpendicular a um piano 0 se e somente se a cont^m uma r eta perpendicular a 0. 

b. ( ) rCa, r H0 = {P} => a 10 

c. (X) rC <* e f 10 =* <*10 

d. (X) Um piano a perpendicular a uma reta de um piano 0 6 perpendicular a 0. 

e. ( ) Se a e 0 sao perpendiculares, entao todas as retas de a sao perpendiculares a 0. 

f. (X) Se a e 0 sao perpendiculares, entao toda reta de a perpendicular a interse 9 ao de a e 0 6 

perpendicular ao piano 0. 

g. (X) <*10, <*H0 = i, rCa e rli => rl0 

h. ( ) Se a e 0 sao secantes e a con tern uma reta perpendicular a interse 9 ao, entao a e 0 sao perpendi- 

culares. 

i. (X) Por uma reta perpendicular a um piano a, existem inflnitos pianos perpendiculares a a. 

j. ( ) Por uma reta perpendicular a um piano a, existe um unico piano perpendicular a a. 

l. (X) <*10, r 1 0 e rfla = {P} => rCa 

m. ()al0erl0=>rCa 


29) Mostre que sao verdadeiras as afirma 9 oes: 

a) Se a e 0 sao dois pianos perpendiculares e uma reta r e perpendicular a a, entao r e paralela a 0. 
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r 1 a 


Conseqiiencia dos dados: 

ait 3>.c.j\,ia, 

jiefinigao ^ toda re ta p e l 0 tra^o de r em a 6 

Para mostrar que i // p basta mostrar que r 6 paralela a uma reta de p. 
De fato: 

r .// s 

sc^ 


r -L a e s -L a 


T-21 




T-7 
> ■■■» r 


b) Se duas retas res sao paralelas entre si e se um piano a 6 perpendicular a r, entao a e perpendicular 
a s. 




mostrar que 


dados: 

r b // s 
r m JL m ol 

Conseqiiencia dos dados: 


flm: 

a s 


r // s 

=> 3pl 

r C 

P e s 

C p e /3 ^ a = i 

air, 

rC0 = 

def. 

a-L 

P e r L i 

Assim 





i, r, s 

t-i 

U 

(L s, 

rii 

Geom. Plana 1 

S 1 

a-L 

0. s C 

..P e 

si i 

T-24 | 

■ ■■=» s -i- a 


136. Resumo: 

No perpendicularismo de piano e piano, valem as seguintes afirma 9 oes: 

1?) T-24: Se dois pianos sao perpendiculares entre si e uma reta de um deles 6 perpendicular a interse 9 ao, 

entao essa reta 6 perpendicular ao outro piano. 

a 1/3, rCa, r la 0/3 => tip 

24) T-25: Se dois pianos sao perpendiculares entre si e uma reta perpendicular a um deles tern um ponto 

comum com o outro, entao ela esta contida nesse outro. 

34) T-26: Por uma reta nao perpendicular a um piano existe um unico piano perpendicular ao primeiro piano. 
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projeqAo ortogonal 


137. de um ponto sobre um piano: 

Chama-se proje 9 ao ortogonal de um ponto P sobre 
um piano a ao tra 9 o da perpendicular ao piano a por P. 

PEr e rla 

r fi a = {P’} -> P’ e a projefao ortogonal de P sobre a 
e indica-se por proj a P = P’ 



138. de uma figura geom^trica sobre um piano: 

Chama-se proje 9 ao ortogonal de uma figura sobre 
um piano a o conjunto das proje^oes ortogonais de todos 
os pontos da figura sobre o piano a. 


139. de uma reta sobre um piano: 

A proje^o ortogonal de uma reta nao perpendi 
cular ao piano a 6 uma reta. 

r^a e r jLa 
Pr°j a r = r’ 



A proje^ao ortogonal de uma reta perpendicular 
ao piano a 6 um ponto, que 6 o seu tra$o no piano. 



140. Inclina^ao de uma reta em rela£ao a um piano. 

Chama-se inclina 5 ao de uma reta r em relafao a 
um piano a a medida do angulo dessa reta com a sua 
proje^o ortogonal sobre o piano. 

Inclina 9 ao de r sobre a = med < rr’. 

Quando r la a inclina 9 ao de r sobre a-mede 90°. 



141. ponto a reta: 

Distancia de um ponto a uma reta 6 a medida do 
segmento contido na perpendicular & reta com uma 
extremidade no ponto e outra na reta. 

dist (P,r) = med PP’ 



142. reta a reta: 

Distancia entre duas retas paralelas 6 a distancia 
entre um ponto de uma e a outra reta. 

dist (s,r) = dist (P,r) = med PP’ 



Distancia entre duas retas reversas 6 a medida do 
segmento contido na reta perpendicular a ambas com 
as extremidades em cada uma das retas reversas. 

dist (s, r) = med PP’ onde PP’ 1 r e PP’ 1 s 



t 

E 

P 


P' 


s 


rla, Proj a r = {P} 


143. ponto a piano: 

Distancia de um ponto a um piano 6 a medida 
do segmento contido na perpendicular ao piano por 
esse ponto com uma extremidade no ponto e outra 
no piano. 

dist (P, a) = med PP’ 



144. reta a piano paralelos: 

Distancia entre uma reta e um piano paralelos 6 
a distancia de um ponto qualquer da reta ao piano. 

dist (r,a) = dist (P,a) = med PP’ 


P r 



145. piano a piano paralelos: 

Distancia entre dois pianos paralelos 6 a distancia 
de um ponto qualquer de um piano ao outro piano. 

dist (a, j3) = dist (P, 0) = med PP’ 



EXERCICIOS 

SEQUENCIA A 

Mostre que sao verdadeiras as proposi?5es: 

1) Se uma reta e ortogonal a duas retas concorrentes de um 
piano, entao ela e perpendicular ao piano. 

2) Se uma reta r e perpendicular a um piano ot e uma reta s e 
paralela a a e reversa a r, entao res sao ortogonais. 

3) Se uma reta r e paralela a um piano ot e j3 e um piano 
perpendicular a r, entao 0 e perpendicular a a. 

4) Se uma reta e perpendicular a um piano, entao ela e ortogonal 
a qualquer reta do piano que nao passe pelo seu tra^o. 

5) Se um piano e perpendicular a dois pianos secantes, entao 
ele e perpendicular a interse9ao desses pianos. 

Sugestao: supor \Xl e mostrar que isso contradiz o T-26. 

6) Se uma reta e um piano sao perpendiculares a uma mesma 
reta em pontos distintos, entao a 1? reta e paralela ao piano. 

Sugestao: considerar o piano formado pelas duas retas e 
mostrar que a interse^ao desse piano com o piano 
dado e paralela a 1? reta. 

7) Se uma reta a e perpendicular a um piano Ot em P e se b e c 
estao contidas em a e b passa por Pee perpendicular a c 
num ponto Q distinto de P, entao toda reta r determinada 
por um ponto qualquer de a e pelo ponto Q e perpendicular 
a c. 



Sugestao: considere o piano ft determinado por a e b e mostre 
que c 1 0 observando que c 1 b e c 1 a. 

8) Se por um ponto P nao pertencente a um piano ot conduzimos 

a reta perpendicular a a e varias obliquas a a, entao: 

1?) o segmento de perpendicular, cujas extremidades sao o 
ponto P e o tra$o da reta no piano, e menor do que 
o segmento de qualquer oblfqua de extremidade P e seu 
tra$o no piano. 

29) dois segmentos de obliquas de extremidades P e seus 
tra90s no piano, que tern proje9oes ortogonais congru- 
entes, sao congruentes. 

39) de dois segmentos de obliquas de extremidades P e seus 
tra90s no piano, que tern proje9oes ortogonais de medidas 
desiguais, e maior o segmento cuja proje9ao ortogonal 
e maior. 

Sugestao: considerar os pares de triangulos cujos lados sao o 
segmento da perpendicular, os segmentos de obli- 
quas e as proje9des e comparar os seus elementos. 


f 
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Superficies Poliedricas Convexas 
Poliedros Convexos 



a ) adquira noqoes sobre os diedros , triedros e poliedros . 

b) conhega a relagao de Euler. 

c) conhega os poliedros de Platao e os poliedros regulares. 


DIEDROS 

146. Definite) : diedro e cada uma das regioes do espa 90 determinadas por dois pianos secantes, inclufdos os 
semipianos que limitam essa regiao. 



aH/3 =r determina os diedros a 2 rj3 2 , 02 r ^i, airfi, 
Pi ra 2 onde em cada diedro os semipianos sao as faces 
era aresta. 


147. Sec 9 ao de um diedro: chama-se sec 9 §o de um 
diedro ao angulo formado pela interse 9 ao do diedro 
com um piano nao paralelo a aresta desse diedro. 
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148. Chama-se sec^ao normal de urn diedro a sec9§o 
determinada por urn piano perpendicular a aresta desse 
diedro. Nesse caso, os lados do angulo formado sao 
perpendiculares a aresta do diedro. 



149. Medida de um diedro: e a medida de sua sec9ao 
normal. 

Assim: 

med (ar/3) = med A QPR = 80° 

Se ined(orj3) = 90°, entao ocr/3 e um diedro reto. 



150. Diedros congruentes: dois diedros sao congruentes se e somente se tern sec9oes normais congruentes. 


ANGULOS POLIEDRICOS 


151. Consideremos n semi-retas VA, VB, VC, ... de mesma origem V, com n ^ 3, colocadas numa certa ordem e 
obedecendo as seguintes cond^oes: 

1?) cada um dos n pianos determinados pelas semi-retas VA e VB, VB e VC, VC e VD, ... deixa as restantes 
(n - 2) semi-retas num so dos semi-espa90s por eles determinados. 

2?) as n semi-retas sao arestas de n diedros. 


152. Chama-se angulo poliedrico convexo V (A, B, C,...) 
ao conjunto dos pontos comuns aos n diedros assim 
determinados. 


No angulo poliedrico V(A, B, C, ...), temos: 


V e o vertice do angulo poliedrico 

VA, VB, VC, ... sao as arestas do angulo poliedrico 

^ AVB, 4 BVC, A CVD, ... sao as faces do angulo 

poliedrico 


v 



153. Chama-se triedro a um angulo poliedrico de 3 faces e 3 arestas. 
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154 . Assinale 

a. 

( ) 

b. 

(X) 

c. 

( ) 

d. 

(X) 

e. 

(x) 

f. 

(X) 

g- 

( ) 

h. 

( ) 

i. 

(X) 

j- 

(X) 

1 . 

(x) 

m. 

( ) 

n. 

(X) 

o. 

( ) 

P- 

(X) 


as afirma9oes corretas: 

Dois pianos secantes determinam apenas dois diedros. 

Dois pianos secantes determinam quatro diedros. 

Todo piano que intercepta um diedro determina uma sec9ao normal desse diedro. 

Todo piano perpendicular a aresta de um diedro determina uma sec9ao normal desse diedro. 

Se dois diedros tern sec9oes normais congruentes, entao eles sao congruentes. 

Se dois diedros sao congruentes, entao suas sec9oes normais tern a mesma medida. 

Todas as sec9oes de um diedro sao congruentes. 

Medida de um diedro e a medida de uma sec9ao qualquer desse diedro. 

Todas as sec9oes normais de um diedro sao congruentes. 

Medida de um diedro e a medida de uma sec9ao normal qualquer desse diedro. 

Todo piano perpendicular as duas faces de um diedro determina uma sec9§o normal desse diedro. 
Tres semi-retas de mesma origem sempre determinam um triedro. 

Tres semi-retas de mesma origem, nao coplanares, determinam um triedro. 

Triedro e um angulo poliedrico de 4 faces. 

Triedro e um angulo poliedrico de 3 faces. 


POLIEDROS 

155. Superfi'cie poliedrica. 

Consideremos n polfgonos, obedecendo as seguintes cond^oes: 

1 ?) Dois polfgonos quaisquer nao estao contidos num mesmo piano. 

2 ?) 0 piano de cada polfgono deixa os (n - 1 ) polfgonos restantes num unico semi-espa90. 

3 ?) Cada lado de um polfgono e lado de um ou dois polfgonos e aqueles que sao lados de um so polfgono 
formam uma poligonal fechada. 

A figura assim formada e chamada superffcie poliedrica. 


Superffcie poliedrica aberta 

quando existem lados de polfgonos que sao 
lados de um so polfgono 

156. Poliedros: 

Chama-se poliedro convexo ao conjunto dos pontos comuns aos angulos poliedricos determinados pelas 
semi-retas com origem em cada vertice e que contem as arestas de uma superffcie poliedrica fechada convexa. 

Assim: 

Vertices do poliedro: sao os vertices dos angulos poliedricos. 

Arestas do poliedro: sao os lados dos polfgonos. 

Faces do poliedro: sao os polfgonos. 




Superffcie poliedrica fechada 

quando todos os lados dos polfgonos sao lados 

de dois polfgonos. 
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157. Consideremos um poliedro convexo, onde Feo numero de faces, V e o numero de vertices e A e o numero de 
arestas. 

Entao, valem as rela^oes: 


158. 1? Rela^ao: 
Observa^o : 


A = 


m • F 
2 


F 


2A 

m 


onde cada face tem o mesmo numero m de arestas (lados). 


Se as faces do poliedro tem numeros diferentes de arestas, por exemplo, o poliedro tem F, faces que sao 
polfgonos de 3 lados (m, = 3) e tem F 2 faces que sao poh'gonos de 4 lados (m 2 = 4), temos: 

m l F l + m 2 F 2 


ou genericamente: A = — + m kFk 


159. 2? Rela^ao : 


A = 


n - V 
2 


V 


2A 

n 


onde em cada vertice concorre o mesmo numero n de arestas. 


Observa 9 ao : 

Se aos vertices do poliedro concorre um numero diferente de arestas, por exemplo, o poliedro tem V x vertices 
que sao vertices de angulos poliedricos de 3 arestas (n, = 3) e tem V 2 vertices que sao vertices de angulos 
poliedricos de 5 arestas (n 2 = 5), temos: 


A = 


njVj + n 2 V 2 
2 


ou genericamente: 


A _ n iVi + n 2 V 2 + ... + npVp 


160. 3? Relafao: V - A + F =. 2 chamada rela^o de Euler, onde V e o numero de vertices, A e o numero 

de arestas e F e o numero de faces do poliedro. 

Os poliedros convexos sao tambdm chamados de poliedros eulerianos. 

161. 4? Rela^o: S = (V - 2) • 4 retos onde S 6 a soma das medidas dos angulos de todas as faces do 

poliedro e V 6 o numero de vertices do poliedro. 


162. Aplica 9 ao: 

1?) Calcule o numero de vertices de um poliedro convexo com 12 faces e 30 arestas. 
Vale a relaijao de Euler: 

V - A + F = 2, onde A = ... 3Q.„ e F = ,2.2... . 

Entao, V - JO... + Jg = £ V = ..2.0... ■ 

0 poliedro tem Jg... faces, arestas e "gQ... vertices. 

2?) Calcule o numero de faces de um poliedro convexo que tem 10 arestas e 6 vertices. 

Vale a rela?ao de Euler: .0... 2. ..0.. = 2, onde V = 6 e A = 70 

Ent ao, ...6....-J..Q...t..£. = 2 <=» F = ,6, . 

O poliedro tem £... faces, ..JQ... arestas e vertices. 
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3?) Calcule o numero de vertices de um poliedro que possui 12 faces triangulares. 

Para calcular o numero de vertices, voce precisa calcular primeiro o numero de arestas. 
Como o poliedro tern 12 faces e cada face tern 3 lados, 

vem: A = ~~ 2 ~ =* A = arestas. 

Pela relasao de Euler, vem: = 2, onde A = ^ e F = ^ 

Logo V - J8. + 12 = 2 > V = § 

0 poliedro tem faces, ../A... arestas e A vertices. 


4?) Calcule o numero de faces de um poliedro convexo com 10 vertices, sabendo que concorrem 3 arestas 
em cada vertice. 

Para calcular o numero de faces, voce precisa calcular primeiro o numero de arestas, dado por: 

A = n y~ onde n = e V = . 

Logo A = ~ 15 

Como V = , A = ...15... , por Euler vem: 

.y.-.A.t.L .. = 2 — ; Ap..z/yjf=y.^yi..z.7.. 

O poliedro tem .7 faces, ../A arestas e .../5 vertices. 


5?) Calcule o numero de vertices de um poliedro convexo que tem 4 faces quadrangulares e 8 faces triangulares. 
0 numero de faces do poliedro e dado por: F = F[ + F 2 = 4 + 8 = 12. 

Para calcular o numero de vertices, voce precisa calcular primeiro o numero de arestas, dado por: 


A = - miFl ^ m2F 2 onde mi _ 4 > Fj _ 4 > mj = 3 e F 2 = &" 

4 A / 3.8 _ _4Q_ . 20 amtat 

2 2 ... 

Como F = , A = .Ay ... > por Euler vem: 

..y...:....6...tf.. = 2 =► ..Y...:...?y..tJ. 2 = 2 ^ to veiticet 

0 poliedro tem ...f 2 ... faces, ,. 2 A.. arestas e vertices. 


6 ?) Calcule o numero de vertices de um poliedro convexo que tem 3 faces triangulares, 
1 face pentagonal e 2 faces hexagonais. 


0 numtro de faces do poliedro e: 

f = f, + f 2 + f 3 + f 4 = .3. + J.. + .../ + 2 = 7 


0 numero de arestas do poliedro e: 

m^ + m 2 F 2 + m 3 F 3 + 111^4 
A = i , onde 


m,= .i e F^.3. 
m 2 = 4 e F 2 = ../... 
m 3 = 5 e F 3 = 1 

n l 4 =ZeF 4 =;i 


A = AA. IAlL t TltL < A 2 . = -^0- = 13 

2 2 


face quadrangular, 
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Portanto, por Euler, o numero de vertices e: 

V-A+F =2 =► V - 75 + 7 * 2 


V - to wbfe&s 


0 poliedro tem 7 faces, 99?..... arestas e 10_ vertices. 


7?) Calcule o numero de faces de um poliedro convexo que tem 10 vertices tetraedricos (4 arestas) e 2 vertices 
triedricos (3 arestas). 

0 numero de vertices do poliedro e dado por: V = \ x + V 2 = JO + 2 = 72 . 

O numero de arestas do poliedro e dado por: 

A = ^ n2 ^ 2 _ on ^ e ni = 4. e Vj = / 0 # n 2 = .v? „ e V 2 = „2. 

_ <3.2 _ s #3 aMatoA 

A ~ 2 " 2 

Portanto, por Euler, o numero de faces e: 

9...:.A..t.L = 2 => 23 / 

0 poliedro tem 99... faces, ^ ti arestas e $2... vertices. 

8?) Calcule o numero de faces de um poliedro que tem 4 faces quadrangulares, as demais faces triangulares 
e o numero de arestas e o dobro do numero de faces triangulares. 

0 numero de faces e: 

F = F! + F 2 , onde F! = 4^ , numero de faces quadrangulares 
e F 2 = numero de faces triangulares. 

2F 

0 numero de arestas A e o dobro do numero de faces triangulares F 2 , portanto A = 2. 

m 1 F 1 + m 2 F 2 a a * 

e A = ^ onde m i = ..T.. e Fj = , m 2 = .y... 

4.4 + 3 . p. ^ + 3-/^ 

Entao, A = • j '"' -- — — ~ 2 e su bstituindo A P or 2F 2 , 

vein 2F 2_ - ^ ^ 3 ' F 2 ^ 4F^ * &+ ^^^^2 = 


0 poliedro tem 


F t + F 2 = ..9..9..99....T.....9.9.... 


faces. 


9?) Calcule o numero de faces de um poliedro convexo de 21 arestas, sabendo que a soma das medidas dos 
angulos das faces e 3600°. 

Vamos calcular o numero de vertices, aplicando a rela^ao S = (V - 2) • 4 retos. 

Assim: 3600°= ( 7- 2 ) . 360° => V = 99.99^9A99.. 

Pela rela 9 ao de Euler, o numero de faces e: 

\f - A + F -2 ==^. ^2-2it f z 2^ 

O poliedro tem .99..... faces, .99.... arestas e 99.... vertices. 


POLIEDROS DE PLATAO 

163. Defin^ao: 

Chama-se poliedro de Platao a todo poliedro euleriano que: 

19) tem o mesmo numero de arestas em cada face. 

29) em cada vertice concorre o mesmo numero de arestas. 
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164. Valem as afirma95es: 

1?) Existem apenas 5 tipos de poliedros de Platao, ou seja, os poliedros de Platao sao somente de 5 tipos: 


FACES 

arestas 

da face 

arestas em 

cada vertice 

V 

A 

F 

NOME 

triangulos 

3 

3 

4 

6 

4 

Tetraedro 

quadrilateros 

4 

3 

8 

12 

6 

Hexaedro 

triangulos 

3 

4 

6 

12 

8 

Octaedro 

pentagonos 

5 

3 

20 

30 

12 

Dodecaedro 

triangulos 

3 

5 

12 

30 

20 

Icosaedro 


2?) Os poliedros regulares sao poliedros de Platao e sao em numero de 5 e apenas 5. 

Chama-se poliedro regular a todo poliedro convexo cujas faces sao poh'gonos regulares e congruos e cujos 
angulos poliedricos sao regulares e congruos. 

Sao eles: 



tetraedro regular 




hexaedro regular 
(ou cubo) 




EXERCI'CIOS 

sequEncia a 


1) Calcuie o nfimero de vertices de um poliedro convexo com: 

a) 12 axestas e 5 faces. 

b) 15 arestas e 10 faces. 

c) 30 arestas e 12 faces. 


2) Calcuie niimero de faces de um poliedro convexo com 

a) 8 vertices e 15 arestas. 

b) 10 vertices e 25 arestas. 

c) 13 vertices e 19 arestas. 


1 
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3) Calcule o numero de arestas de um poliedro convexo com: 

a) 15 vertices e 12 faces. 

b) 10 vertices e 8 faces. 

c) 13 vertices e 20 faces. 

4) Calcule o numero de vertices de um poliedro que tern: 

a) 15 faces quadrangulares. 

b) 12 faces triangulares. 

c) 20 faces pentagonals. 

5) Calcule o numero de faces de um poliedro convexo que tern: 

a) 20 vertices triedricos. 

b) 12 vertices pentaedricos. 

c) 6 vertices tetraedricos. 

6) Calcule o numero de faces de um poliedro convexo que tern: 

a) 8 vertices, sabendo que concorrem 4 arestas em cada 
vertice. 

b) 18 vertices, sabendo que concorrem 3 arestas em cada 
vertice. 

c) 20 vertices, sabendo que concorrem 5 arestas em cada 
vertice. 

7) Calcule o numero de vertices de um poliedro convexo 
que tern: 

a) 8 faces pentagonais e 10 faces hexagonais. 

b) 12 faces triangulares e 8 faces pentagonais. 

c) 5 faces quadrangulares, 4 triangulares e 6 pentagonais. 

d) 4 faces triangulares, 2 pentagonais e 1 hexagonal. 

8) Calcule o numero de faces de um poliedro convexo que tern: 

a) 6 vertices triedricos e 1 vertice tetraedrico. 

b) 8 vertices pentaedricos e 12 vertices triedricos. 

c) 6 vertices pentaedricos, 4 vertices triedricos e 2 vertices 
tetraedricos. 

9) Calcule o numero de vertices, faces e arestas de um poliedro 
convexo formado por 4 angulos triedricos, 5 angulos tetrae- 
dricos, 10 angulos pentaedricos e 3 angulos hexaedricos. 

10) Calcule o ndmero de vertices, arestas e faces de um poliedro 
convexo formado por 5 angulos triedricos, 4 angulos tetrae- 
dricos, 7 angulos pentaedricos e 8 angulos hexaedricos. 

11) Calcule o numero de faces de um poliedro convexo de 18 
arestas, sabendo que a soma das medidas dos angulos das 
faces e 4 680° 

12) Um poliedro convexo tern 28 arestas e suas faces sao algumas 
pentagonais e as outras quadrangulares. Calcule o numero^de 
faces de cada tipo, sabendo que a soma dos angulos da face 
e 64 retos. 

13) Um poliedro convexo tern 15 faces, algumas triangulares e as 
outras quadrangulares. Calcule o numero de faces de cada 
tipo, sabendo que o poliedro tern 12 vertices. 


14) Um poliedro convexo tern 40 arestas e e formado por faces 
triangulares e faces pentagonais. Calcule o numero de faces 
de cada tipo, sabendo que o ndmero de faces triangulares 
e igual ao numero de faces pentagonais. 

15) Calcule o numero de faces de um poliedro convexo que tern 
12 faces triangulares e as demais pentagonais e o numero 
de arestas e o triplo do numero de faces pentagonais. 


RESPOSTAS 


1) 

a) 

9 



b) 

7 



c) 

20 


2) 

a) 

9 



b) 

17 



c) 

8 


3) 

a) 

25 



b) 

16 



c) 

31 


4) 

a) 

17 



b) 

8 



c) 

32 


5) 

a) 

12 



b) 

20 



c) 

8 


6) 

a) 

10 



b) 

11 



c) 

32 


7) 

a) 

34 



b) 

20 



c) 

18 



d) 

9 


8) 

a) 

6 



b) 

20 



c) 

15 


9) 

A 

= 50 

V = 22 F = 30 

10) 

A 

= 57 

V = 24 F = 35 

11) 

5 



12) 

8 faces pentagonais e 


4 faces quadrangulares 

13) 

5 

faces 

quadrangulares e 


10 

faces 

triangulares 

14) 

10 

faces 

pentagonais e 


10 

faces 

triangulares 

15) 

48 
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a) conhega alguns tipos particulares de sdlidos. 

b) conheqa as propriedades desses sdlidos. 

c) saiba calcular Areas das superficies dos sdlidos e o volume 
dos mesmos. 


PRISMAS 

165. Definite: prisma 6 um poliedro convexo no qual duas faces, chamadas bases, sao poli'gonos congruentes e 
estao em pianos paralelos e as demais faces, chamadas faces laterals, sao paralelogramos. 

166. Prisma reto 6 o prisma cujas arestas laterais sao perpendiculares aos pianos das bases. 

167. Prisma obliquo 6 o prisma cujas arestas laterais nao sao perpendiculares aos pianos das bases. 

168. Prisma regular 6 todo prisma reto cujas bases sao polfgonos regulares. 



prisma reto 



prisma obliquo 



prisma regular 
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169. Elementos de um prisma: 



Bases: polfgonos ABCDE e A’B’C’D’E’. 
Todo prisma tern duas bases que sao para- 
lelas e congruentes. 

Faces laterals: AA’B’B, BB’C’C, CC’D’D etc. 
As faces sao paralelogramos e o numero de 
faces laterals 6 igual ao numero de lados dos 
polfgonos das bases. 

Arestas laterals: AA’, BB’, CC’ etc. 

0 numero de arestas laterals 6 igual ao 
numero de vertices do polfgono da base. 

Arestas das bases: AB, BC, CD, DE, EA, 
A’B’, B’C’, ... sao os lados dos polfgonos 
das bases. 

Altura h: 6 a distancia entre os pianos das 
bases. Quando o prisma 6 reto a altura 6 
a medida da propria aresta lateral. 


170. Tipos de prismas: 


1 — Paralelepfpedo 6 um prisma cujas bases sao paralelogramos. 

2 — Paralelepfpedo retangulo ou reto-retangulo ou ortoedro 6 um prisma reto, cujas bases sao retangulos e 

portanto suas faces laterals tamb6m sao retangulos. 


3 — Romboedro 6 um paralelepfpedo cujas faces sao losangos, isto 6 , tern 12 arestas congruentes. 

4 — Romboedro retangulo ou cubo 6 um paralelepfpedo retangulo cujas bases sao quadradas e cujas faces 

laterais sao quadrados. 




Paralelepfpedo Retangulo 


171. Assinale as afirma 9 oes corretas: 

a. ( ) As faces laterais dos prismas sao triangulos. 

b. (X) As faces laterais dos prismas sao paralelogramos. 

c. ( ) Num prisma qualquer as bases sao polfgonos regulares. 

d. (X) Num prisma qualquer as bases sao polfgonos quaisquer. 

e. (X) As bases de um prisma sao polfgonos quaisquer, congruentes e paralelas. 

f. ( ) Um prisma cujas bases sao retangulos € sempre reto. 

g. (X) Num prisma triangular as bases sao triangulos. 
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h. (X) Um prisma cujas bases sao paralelogramos 6 um paralelepipedo. 

i. (X) Um paralelepipedo tem 6 faces que sao paralelogramos. 

j. (X) Uni paralelepipedo retangulo tem 6 faces que sjo retangulos. 

l. ( ) Um paralelepipedo retangulo pode ser obliquo. 

m. ( ) Romboedro e um prisma de base triangular. 

n. (X) Romboedro tem 6 faces que sao losangos e portanto todas as suas arestas sao congruentes entre si. 

o. (X) Romboedro € um prisma cujas bases e faces laterals sao paralelogramos de lados congruentes entre si. 

p. ( ) Um cubo 6. um paralelepipedo retangulo onde apenas as bases sao quadrados. 

q. (X) Cubo 6 um paralelepipedo retangulo que tem 6 faces que sao quadrados. 

r. (X) Num cubo as 12 arestas sao congruentes entre si. 


Area e volume de um prisma 

Para resolver problemas sobre prismas e piramiHes cujas bases sao poligonos regulares, iremos recordar as 
formulas do lado e apotema desses poligonos regulares inscritos, em fun$5o do raio. 

172. Assim: 


POLfGONO 

LADO 

APOTEMA 

Area 

quadrado 

e 4 = iy/i 

I\f2 b 4 

34 " 2 2 

S = = 2r J 

triangulo 

e 3 = r y/T 

r e 3 VT 

33 " 2 " 6 

« H VT 

4 

hexagono 

£ 6 = r 

rs/T £ 6 VT 

36 2 2 

0 - 3fii>/3" 

& " 2 

pentdgono 

8 S = jy/l0-2\ft 

r(V?+ 1) 

35 = 4 

S = p • a 

decagono 

_ r (VT - 1) 

Kio - 2 

a 10 = jn/iO + 2VT 

S = p • a 

a n - V4t2 2 ~ 8 " e « 2 „ = >/ 2r 2 - rV4r J - 8* 


173. Seja um prisma obliquo qualquer de aresta a, altura h e l l9 £ 2 , £ n as medidas dos lados de uma sec$ao 


reta ABC ... 

1 — Area lateral: 6 a soma das £reas das faces 
laterals. 

Como cada face lateral 6 um paralelogramo 
de base a e altura £ ls £ 2 , — » vem: 

Ag = a«i + aC 2 + ... + a£ n = 

= a(£i + £ 2 + ... + £ n ) 

y ' 

2p ' 

Ag = 2p • a 

onde 2p 6 o perimetro da sec$ao normal. 
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2 — Area total: 6 a soma da 2rea lateral com o dobro da area da base. 

A t = 2p • a + 2B 
onde B e a area da base. 


3 - Volume: 6 o produto da area da base pela 
altura do prisma. 

V = B-h 


174. Seja um prisma ieto de aresta a: 

No prisma reto a altura 6 a medida da aresta 
lateral e a base 6 sec 9 ao reta. 

1 — Area lateral: Ag = 2p • a => 

=> Ag = 2 p • h 


2 - Area total: A t = Ag + 2B => 
=> A t = 2ph + 2B 


3 — Volume: V = B • h 



175. Seja um prisma regular de aresta a: 

0 prisma regular e reto e suas bases sao polfgonos 
regulares. 

1 — Area lateral: Ag = 2p • a => 

=► Ag = 2 p • h 


2 — Area total: At = Ag + 2B e como B = p • m 

onde m 6 a medida do apotema do poligono 
regular da base e p o seu semiperimetro, 

vem: A t = 2ph + 2pm => 

=> A t = 2 p • (h + m) 

3 - Volume: V = B • h =» V = p-m-h 
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176. Seja um paralelep fpedo retangulo de dimens5es a, b e c: 


1 — Diagonal: a medida da diagonal do paralele- 
p fpedo 6 dada por: 

d = V a 2 + b 2 + c 2 


2 — Area lateral: 

3 — Area total: 


4 — Volume: 


A g = 2(ac + be) 

A t = 2(ab + ac + be) 

V = a«b*c 


177. Seja um cubo de aresta a: 

Neste caso temos um paralelep fpedo retangulo 
onde todas as dimensoes sao iguais a a. 

1 — Diagonal: d = \J 3a 2 => d = a VJ 

2 - Area lateral: Ag = 2 (a 2 + a 2 ) => 

=> Ag = 4a 2 

3 — Area total: A t = 2(a 2 + a 2 + a 2 ) => 

=> At = 6a 2 

4 - Volume: V = a-a-a => V = a 3 




178. Aplica^ao: 


19) Calcule o volume de um prisma reto, sabendo que a drea da base 6 20 cm 2 e sua aresta lateral mede 12 cm. 
V = B • h, onde B = ..££>. C77lf_ e h = .JZ.CJZk... 

Entao v = 


29) Calcule a altura e a 2rea lateral de um prisma 
reto cujo volume 6 960 cm 3 e a base 6 um 
quadrado de drea 64 cm 2 . 

a) Calculo da altura: 

V = B • h, onde V = e 

B = 

$60.... = M.. • h ^ h = 
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b) Calculo da area lateral: 

Como Ag = 2 p • h, precisamos, para calcular o perrmetro 2p, saber quanto mede o lado do quadrado 


que 6 a base. 

.w. b >> - ,.v» -jMJJJSL. e is . 480 


39) Calcule a area lateral, a area total e o volume de um prisma reto cuja aresta lateral mede 11, 2 cm e 
cuja base 6 um pentagono regular de 6 cm de lado e 4 cm de apotema. 

a) Area lateral: 2 

A, - 2p - 2. A£ - ■ 11, 2 - 336 C M 

b) Area total: 

r Ag = ...336 .&!*£,. 

A t = Ag + 2 • B ° nde \ B = p • in = .4 ~ bO CM? 

At = 336 . . / . bO = 456 . 

c) Volume: 

V = B-h = .6.?,.^ 


49) Calcule a area total e o volume de um prisma 
reto, sabendo que sua base 6 um triangulo 
eqiiildtero de 6 cm de lado e a sua aresta 
lateral mede 5>/3~ cm. 


a) Area total: 


A t = Ag + 2B onde 

A - 2-p-a - 2- 




. . g-fTcm 2 

± 

A t = 


b) Volume: 

v = 3.:A. = 


59) Calcule a drea lateral, a area total e o volume 
de um prisma reto de 10 cm de altura e cuja 
base 6 um hexagono regular cujo apdtema 
mede 3x/Y cm. 

a) Area lateral: Ag = 2 • p • h 

Vamos antes calcular a medida do lado 
do hexagono aplicando a rela 9 §o de 
Pitagoras: 




2 
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e 2 


A 

1.2. 

2 m 


-(4-y 


/ m 






..VI... 


__ 2j3_ Vjf_ 


..A 


= 6 cm 


Entao: 

Af - 2 f - a » 2 ‘y . 10 = 360 civ? 




b) Area total: A t = 2p(h + m) 

At = l:...fir~C 70 * 3 ^ Is S6 ( 10 + 3 c ™ 


c) Volume: 


[ B = p • m = --'A -$[3 = 64Vd C7T? 

V = B • a onde < ....4. 

a = iO'Cm 

v = . 54. SA.‘. IQ....?..... 5.4 0' VI.. C?tS.. 


69) 


Calcule o volume de um prisma reto.sabendo 
que a aresta lateral e a aresta da base tern 
medidas iguais e que a base 6 um losango 
cujas diagonals medem 6 cm e 8 cm. 

Como V = B • a, precisamos calcular a area 
da base e calcular a medida de a: 

a) Calculo de a = 2: 

Aplicando Pitagoras no A ABM vem: 



2. ).. “ 73 = =*-& = 5 CT/b 


b) Cdlculo de B: 

B = — £> . = 24cm z 


Entao: 

v = .?i.S....T.....tW...2.S?.. 

79) Calcule a diagonal, a area total e o volume de 
um paralelepfpedo retangulo cujas dimensoes 
sao 3 cm, 6 cm e 9 cm. 

a) Diagonal: 

d = \J a 2 + b* +c’ = 

V..S.J 26 Z..d‘)[.../£..cm, 

b) Area total: 

At = 2(ab + ac + be) = 2 : (3,0.±Mf^J= 

c) Volume: 

V = a • b • c = 3. — i62 CT/fP 
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89) Calcule a area total e o volume de um 
paralelep ipedo retangulo cuja diagonal mede 
2 V6Tm, a aresta lateral tnede 12 m e uma 
das arestas da base mede 8 m. 

a) A t = 2(ab + be + ac) 

Para calcular a area total, devemos ter a 
outra aresta da base. Portanto, devemos 
calcular as medidas dos segmentos BD e 
CD aplicando a rela 9 ao de Pitagoras nos 
A ABD e A BCD. 

Assim: 
no A ABD d 2 = 

d’ = 

no A BCD -> d’ 2 = . =.££. 7 f.cf.^cf =J00.zJ^..755^Q...~.3.^ 

c = _6 77l 

Entao A t = 2(ab + be + ac) = 2{±2 : 8,±8.6_ ±12^GJ=_432,77^,, 

b) v = d : h : G % .676.....$??. 



99) Calcule o volume de um cubo cuja diagonal 
mede 

a) Cdlculo de a: 

d = 2 l\TT «=► ;5vGT . = a\/T =» 

=> a = 77b 

b) Volume: 

v = d? = 3 ^ = 125 771 f 



Exercfcios a resolver: itens 1 a 11, pag. 196. 


PIRAMIDE 

179. Defini 9 ao: 

Seja um angulo poliddrico Va, b, c, d, ... e um 
piano a que nao contenha o v^rtice V e que intercepte 
todas as arestas. 

Chama-se piramide a parte do angulo poltedrico 
determinada por esse piano a e que cont6m o v^rtice V. 

Seus elementos s2o: 

Vertice: V que 6 o v^rtice do angulo poliddrico. 
Faces laterals: VAB, VBC, VCD, ... 

Arestas laterals: VA, VB, VC, ... 

Base: polfgono ABCD ... 

Altura: distancia do vdrtice ao piano da base (W’). 


V 
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180. As piramides podem ser classificadas, de acordo com o polfgono da base, em triangulares (chamadas tetraedros), 
quadrangulares, pentagonals etc. 

181. Piramide regular: uma piramide e regular quando a sua base 6 um polfgono regular e a proje^o ortogonal do 
vdrtice sob re o piano da base 6 o centro da base. 

Observa 9 des: 

19) Chama-se apotema de uma piramide regular 
o segmento que tern por extremidades o 
vertice da piramide e o ponto mddio de um 
dos lados do polfgono da base. Assim, na 
figura, VM 6 o apotema da piramide, isto d, 

6 a altura do triangulo da face. 

29) Numa piramide regular as arestas laterals sao 
congruentes entre si e portanto as faces 
laterals sao triangulos congruentes entre si. 

B 

Areas e volumes de uma piramide 



182. Piramide qualquer: 

1 — Area lateral: d a soma das dreas das faces 

laterals. 

2 — Area total: d a soma da area lateral com a 

drea da base. 

At = Ag + B 

3 — Volume: 6 a ter9a parte do produto da drea 

da base pela altura. 

V = \ B.h 

183. Piramide regular: 

1 - Area lateral: A = p • m’ , onde p 

6 o semiperfmetro do polfgono da base e 
m’ 6 a medida do apotema da piramide. 

2 - Area total: A t = Ag + B = pm’ + pm =* 


=> A t = p(m + m’) 

onde m 6 a medida do apotema do polfgono 
da base. 




3 — Volume: V = -j B • h 



1 

yp.m 


h 


, onde h 6 a altura da piramide. 


4 — Observa 9 ao: numa piramide regular vale a rela 9 ao 


m’ 2 = h 2 + m 2 
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184. Tronco de piramide: 

Seja uma piramide e um piano 0 que nao contdm o seu v^rtice e que encontra todas as arestas laterais. Chama-se 
tronco de piramide a parte da piramide que nao contfrn o v^rtice. 

Se o piano 0 for paralelo ao piano do poligono da base, entao as faces laterais do tronco de piramide serao 
trap^zios. 


185. Aplica^ao: 

19) Calcule a area lateral, a £rea total e o volume 
de uma piramide hexagonal cuja aresta da 
base mede 8 cm, o apotema do poligono 
da base 4\/Tcm, a altura 2V r 3cm e o 
apotema da piramide 10 cm. 

a) Area lateral: 

6 8 

Ag = pm’ = ~2 - 10 = 240 cm z 



b) Area total: 

A, , p(m * m-) . ( 4VS * 10 )~ 24 ( 4VT * 10 )~ 48 (ZV3^)cm 2 


c) Volume: 

v = j p • m • h = -j- • ■ 4 Vf ■ 10 • 320 Y3 cm 


29) Calcule a area lateral, a area total e o volume 
de uma piramide regular de base quadrada 
que tern as medidas da altura e da aresta 
da base igual a 8 cm. 

a) Area lateral: 

Ag = p • m’ 

onde p 6 o semiperrmetro do poligono 
da base e m’ 6 o apotema da piramide 
dado por m’ 2 = (Pitagoras) 

g 

e m = — =4 cm (apotema do quadrado). 
Portanto m’ 2 = 8^ + 4^ = 80 


V 



m’ = 4Y6.cm_ e Ag = • 4^5 ~ 64Y5C7K 


b) Area total: A t = Ag + B = p(m + m’) 

A t = p(m + m’) = — (4 + 4 Vs) * 64 (l + VS ) Cfts 


c) Volume: V=-^-B-h=-^-p 


v = i-p. 


m 


3 

■h = 


m • h 


4.6 


. 4.8 = 


612 


C7tis 
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39 ) 


Numa piramide regular de base hexagonal a area total 6 igual a 30 VT cm 2 e a area lateral 6 o quadruplo 
da area da base. Calcule a medida do lado do hexdgono. 


At = Ag + B 
At = 30>/3"cm 2 ► 

Ag = 4 • B 


- b. 


Como a base e o hexagono regular e sua drea 6 dada por 
circunscrita 6 o prdprio lado do hexagono, vem: 


B = 


3R 2 \/? 

2 


e o 


2 

6 l/3~ C7TU 


raio R da circunferencia 


6/3'. = 3R ' 2 ^ L => JZ&...Z.A8. ?J^L - £?...= 


Portanto, R = £ 6 = 2 cm. 


49) 


Calcule a area total e o volume de uma pira- 
mide regular cuja base 6 um triangulo eqiii- 
litero de lado 12\/Tcm, sabendo que a 
drea total 6 igual a -j- da drea lateral. 

A t = p(m + m’), entao, para calcularmos a 
area total precisamos calcular o semipen- 
metro e as medidas dos apotemas da base 
e da piramide. 

Cdlculo dos apotemas: 

0 apotema da base e dado por 

c.n/T 12 / 3 . ]/3 

m =— 6— " m = 6 

e portanto m = " 



O apotema da piramide e calculado pelas condi?oes do problema: 

Ag = p • m’ 

A t = p(m + m’) 

A t = - j A C 


=► p(m + m’) = =» m + m’ = — m’ 

Entao: if 6 § + m’ = — m’ => ^~~3 25 ^ => m = 


Portanto: 
a) A t = p(m + m’) 


■{(■+<>) = 270VT cm 2 


b) V = -y B • h, onde a area da base 6 dada por B = . g lV A e a altura dada por Pitagoras 
m’ 2 = h 2 + m 2 => h 2 = 

h = i9. 2 

_ _ ' 144. 3/3 _ m 5 y~Q = i06 

3 4 3. 4. 


Exercicios a resolver: itens 12 a 20, pag. 196. 
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EXERCI'CIOS 

SEQUfiNCIA A 

1) Calcule a area lateral, a area total e o volume de um prisma 
reto cuja aresta lateral mede 2,8 m e cuja base e um paralelo- 
gramo de lados 5 m e 3 m. 

2) Calcule a area lateral, a area total e o volume de um prisma 
reto, sabendo que sua aresta lateral mede 13,5 cm e que sua 
base e um octogono regular de 5 cm de lado e 2,4 cm de 
apotema. 

3) 0 volume de um prisma reto e 1 800 cm 3 e a area de sua 
base e 120 cm 2 . Calcule a medida de sua aresta lateral. 

4) Calcule o volume de um cubo cuja diagonal mede 5 /3 cm. 

5) A diagonal de um cubo mede 3 cm. Calcule o seu volume. 

6) A area total de um cubo e 150 m 2 . Calcule a sua diagonal. 

7) A area da base de um cubo e igual a 6,25 m?. Calcule o 
seu volume. 

8) A area total de um cubo e igual a 72 cm 2 . Calcule a sua 
diagonal. 

9) Calcule a area total e o volume de um paralelepipedo retan- 
gulo cuja diagonal mede 5 cm, a aresta lateral mede 3 cm e 
uma das arestas da base mede 2/3~cm. 

10) Calcule o volume de um prisma hexagonal regular, sabendo 
que suas arestas sao todas iguais e que suas medidas somam 
90 cm. 

11) Calcule as dimensoes de um ortoedro (paralelepipedo retan- 
gulo), sabendo que a area da base e 6 cm 2 , o volume 30 cm 3 
e a area total 62 cm 2 . 

12) Calcule a area lateral, a area total e volume de uma piramide 
pentagonal cuja aresta da base mede 6 cm, o apotema do 
poligono da base 3 cm, a altura da piramide 10 cm e o 
apotema da piramide 4 cm. 

13) Calcule o volume de uma piramide de 12 cm de altura, 
sabendo que sua base e um quadrado de 10 cm de perimetro. 

14) Calcule o volume de uma piramide de 2/3 cm de altura, 
cuja base e um triangulo eqiiilatero de 15 cm de perimetro. 

15) Calcule a area lateral, a area total e o volume de uma piramide 
regular de base hexagonal, sabendo que a aresta da base mede 
10 cm e a altura da piramide e igual a 5 cm. 

16) O volume de uma piramide e igual a 30 cm 3 e sua altura e 
15 cm. Calcule a medida da aresta da base, sabendo que essa 
base e um losango onde uma das diagonais e o triplo da outra. 

17) Calcule a area lateral e o volume de uma piramide regular 
cuja base e um quadrado de 6/3 cm de lado e cujas arestas 
laterals tern a mesma medida das diagonais da base. 

18) Calcule o volume de um tetraedro regular cuja aresta mede 
3/2 cm. 

19) Calcule o volume de um tetraedro regular cuja area da base 
e 6/3" cm 2 . 

20) Calcule a area total e o volume de uma piramide cuja base e 
um triangulo eqiiilatero de 18 cm de perimetro e cuja area 
total e igual a - 4 - da area lateral 


RESPOSTAS 

1) Ag = 44,8 m 2 , A t = 74,8 m 2 , V = 42 m 3 

2) Ag = 540 cm 2 , A t = 636 cm 2 , V = 648 cm 3 

3) 15 cm 

4) 125 m 3 

5) 3/3 cm 3 

6) 5/3 cm 

7) 15,625 cm 3 

8) 6 cm 

9) A t = 12 + 20/3 cm 2 , V = 12v/Tcm 3 
,0) 375/1 cm3 

11) 2 cm, 3 cm e 5 cm 

12) A g = 60 cm 2 , A t = 105 cm*, V = 150 cm 3 

13) V = 25 cm 3 

14) V = 12,5 cm 3 

15) Ag = 300 cm*, A t = 150 (JT + 2) cm*, V = 250v/Tcm 3 

16) J 10 cm 

17) A = 72v/T cm*, V = 144/Tcm 3 

18) 9 cm 3 

19) 8v/"Jcm 3 

20) A t = 27 v/T cm*, V = 9v/Tcm 3 

SEQUfiNCIA B 


1) Calcule o volume de um prisma de 3 cm de altura e cuja 
base e um quadrado inscrito numa circunferencia de 5 cm 
de raio. 

V - 150 crtf 


2) Calcule o volume e a area lateral de um prisma reto de 10 cm 
de altura cuja base e um hexagono regular de apotema 
3/3 cm. 

V= 540 V~3 cttv j A fi - 360 cryf 


3) A diagonal de um paralelepipedo retangulo mede /14 m. 
Calcule o seu volume, sabendo que suas dimensoes sao 
numeros inteiros consecutivos. 

/ = 6 C7Ttf 


4) A area total de um cubo e igual a 150 cm 2 . Quanto se deve 
acrescentar a sua aresta para que sua area total se tome 
igual a 384 cm 2 ? 

3 /07fU 


5) A superficie total de um paralelepipedo retangulo e 142 cm 2 
e a soma das medidas das arestas e 60 cm. Calcule suas 
dimensoes, sabendo que estao em P.A. 

3 67)1/ 7 5c7rt/ 7 7 cm/ 

6) Calcule a area total e o volume de um prisma triangular 
regular, sabendo que o perimetro da base e 18 m e sua 
aresta lateral e igual a j da aresta da base. 

A « 18 (4 + VsJ C7& ; /= 361/3 C7/i/ 

7) Calcule a altura de um prisma, sabendo que sua base e um 
hexagono inscrito num circulo de 3 cm de raio e que o 
prisma tern o mesmo volume de um cubo cuja face esta 
inscrita nesse mesmo circulo. 

4V ^_ 

3 


8) Calcule a area total e o volume de um prisma triangular 
regular cuja base tern 2 cm de apotema e cuja altura e igual 
ao diametro da circunferencia circunscrita a base. 

A = I20f3 cm 7 V = Q6V3~ C7/t 

9) Calcule o volume de uma piramide, sabendo que sua base 
e um hexagono inscrito num circulo de raio igual a 2 cm 
e a sua altura e igual a medida do lado de um triangulo 
eqiiilatero inscrito no mesmo circulo. 

Z - 12. 

10) Numa piramide regular de base quadrada, a area total e 
igual a 72 cm 2 e a area lateral e o triplo da area da base. 
Calcule a medida da diagonal do quadrado da base. 


cm/ 


6 6771 / 


Cilindro, Cone e Esfera 



a) conhega alguns corpos redondos. 

b) conhega as propriedades desses corpos . 

c) saiba calcular areas e volumes do cilindro , cone e esfera. 

I 


CILINDRO 

186. Defini^ao: 



Os elementos do cilindro sao: 



Seja um circulo de centro O e raio r contido num 
piano a e um segmento AB nao paralelo e nem contido 
em a. 

Chama-se cilindro a reuniao de todos os segmentos 
congruentes a AB e paralelos a AB com uma das extre- 
midades nos pontos do circulo (pontos da circunferencia 
e pontos da regiao interna a ela) e situados num mesmo 
semi-espa90 em relasao a a. 


Bases: sao os dois circulos congruentes situados em 
pianos paralelos. 

Altura: e a distancia entre as bases. 

Geratriz: e qualquer segmento paralelo a AB com- 
preendido entre os pianos que contSm as 
bases do cilindro com extremidades nas cir- 
cunferencias dos circulos. 

Eixo:e o segmento 00’ que tern por extremidades os 
centros dos circulos que sao bases do cilindro. 

Sec9§o meridiana: 6 a interse^o do cilindro com um 
piano que contem o eixo do cilindro. 
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187. Tipos de cilindro: 

1 — Cilindro reto ou de revolu^o: e o cilindro cuja geratriz e perpendicular aos pianos das bases. 

No cilindro reto a medida da geratriz e a altura do cilindro. 

2 — Cilindro obliquo: e o cilindro cuja geratriz nao e perpendicular aos pianos das bases. 

3 — Cilindro eqiiil£tero: e um cilindro reto cuja secsao meridiana e um quadrado e portanto sua altura e igual 

a medida do diametro da base. 




cilindro reto 



Areas e volume de um cilindro 

188. Cilindro circular qualquer: 

1 — Area lateral e area total: o calculo da medida da superffcie lateral e total de um cilindro qualquer nao 

esta ao nfvel do nosso curso. 

2 — Volume: V = B • h , onde B e a area da base dada por B = 7rr 2 . 

189. Cilindro reto ou de revolu^o: 

1 — Area lateral: A# = 2nr • h 

2 — Area total: At = Ag + 2B => A t = 2m • h + 27rr 2 
At = 27rr(h + rj 

3 — Volume: V = B • h => V = 7rr 2 h 



190. Aplica 9 ao: 

19) Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cilindro reto de 8 cm de raio e 10 cm de altura. 

a) Area lateral: 

2 



A£ = 27rr • h = 

b) Area total: 

A t = 2;rr(h + r) = (lQ+$) * , 

=..288tf_C7n£„ 

c) Volume: 

v = trr 2 • h = 
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2?) Calcule a area total e o volume de um cilindro cuja area da base e cm 2 e cuja altura e o triplo do raio. 
Para calcular a area total, devemos calcular a medida da altura e a medida do raio. 

Assim: 


B 7rr => 7T4 2 = 4 ir => r = V4 = 2 cm 

B = 47t cm 2 J 

h = 3. • r ==> h = .A 

a) Area total: A t = [.S'. jfjfeJ. 2. Qfe.t.fr.).. 7..^.?:. 

b) Volume: V = B • h = 7rr 2 h 

v = Aft .6 = 24 / iT C7ri/ 


3?) Calcule a area lateral, a area total e o volume 
de um cilindro eqiiilatero cuja sec^ao meri- 
diana tern 100 cm 2 de area. 

Vamos calcular primeiramente a altura e o 
raio do cilindro: 



area da sec 9 ao meridiana = 100 cm 2 
area da sec 9 ao meridiana = 2r • h 


.2 A.- A. = ioo => 


=> 2r • 2h = 100 =*• .4. * r 2 = 100 => r = 5cm e h - 2ty=JQC7n/ 

Portanto: a) Area lateral: A£ = . 2fft% fk. . ’f.jQ.ft.:. . . f. . . /.2.Q.. 22... 2.22.. 

b) Area total: A t = 

c) Volume: 


v = . 2 £. /0 = '250 ¥cm^ 


4?) Calcule o volume de um cilindro cuja area total e igual a 144 n cm 2 e cuja area lateral e igual ao dobro da 
area da base. 

Como V = B • h = 7rr 2 h, devemos calcular primeiramente a altura e o raio: 

Ag = "] 

Ag = 2 • B l -> 2rrr • h = 2.ftft 2 => h = ft/ 

B = 


A t = 1447T cm 2 1 

A t = 2?rr • (h + r) > ==> 144 n = ££# . ( A + r ) => 72,. = 2 £- =» r = A.S22.. 

h =r J 

Portanto: V = 'ft' 4 , = TO 0 2 .5 = 245 7 &771/ 


' ’ ’ - . . ' . .. . • ' .. - 

Exercfcios a resolver: itens 1 a 11, pdg. 204. 
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CONE 


v 


191. Definite) : 

Seja um cfrculo de centro 0 e raio r contido nttm 
piano a e um ponto V nao pertencente a a. 

Chama-se cone circular ou cone a reuniao de todos 
os segmentos com uma extremidade em V e a outra nos 
pontos do cfrculo (pontos da circunferencia e da regiao 
interna a ela). 

Seus elementos sao: 

Base: 6 o cfrculo de centro O e raio r. 





Altura: e a distancia entre o vertice e o piano da base. 

Geratriz: e qualquer segmento de reta com uma extremidade em V e outra na circunferencia do cfrculo de centro 0 

e raio r, base do cone. 


Sec9ao meridiana: e a interse9§o do cone com um piano que contem o vertice e o centro da base. 


192. Tipos de cone: 

1 — Cone reto ou cone de revolu9ao: e o cone no qual a proje9ao ortogonal do vertice sobre o piano da base 

e o centro da base. 

A geratriz de um cone reto e chamada apotema do cone. 

2 - Cone oblfquo: e o cone no qual a proje9ao ortogonal do vertice sobre o piano da base nao e o centro 

da base. 

3 — Cone eqiiilatero: e o cone reto cuja sec9ao meridiana e um triangulo eqiiilatero. 

A geratriz de um cone equilatero tern a mesma medida do diametro da base. 





Areas e volume de um cone 

193. Cone oblfquo: 

1 — Area lateral e area total: o seu calculo nao esta ao nfvel do nosso curso. 

2 — Volume: 

V = B • h, onde B e a area da base, que e dada por B = ?rr 2 . 

Entao: V = y 7rr 2 h 
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194. Cone reto ou de revolu9ao 
1 — Area lateral: 


A £ = mg 


, onde g e a medida da geratriz do cone. 
2 - Area total: A t = Ag + B => A t = 7rrg + nr 2 => A t = 7rr(g + r) 


V =~ m 2 h 
3 


3 — Volume: V =i B • h = 

195. Aplica9ao: 

1?) Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cone reto cuja area da sec9ao meridiana e 48 m 2 e 
cuja altura e igual a y do raio. 

Devemos calcular primeiramente as medidas 
do raio e da geratriz do cone. 





2 . = ^8 =» ^ r = 48 ' 


-*> r 2 = -~ / 3 -36 • r = 6 


A. 


Entao: 

area da sec 9 §o = ^ 

area da sec 9 ao = 48 m 2 

s u 4.6 a 

r = 6 m, vem que h = ^ -0 7 / 1 / 

A medida da geratriz do cone 6 dada por Pitagoras: g 2 = ^ + A? => g = g 2 J 6 2 

=* g = * 

Port an to: 

a) Area lateral: Ajg = mg = ^ 6 . 10 - 00 It 772? 

b) Area total: A t = 7 rr(g + r) = ~ ^ 

c) Volume: V = y tt r 2 h = TT. 6 2 . 8 =- 96 T 77l 3 


2?) Calcule o volume de um cone equilatero cuja area lateral 6 igual a 18 tt cm 2 . 
Como V = -j 7rr 2 h, devemos calcular primei- 
ramente os valores de r e h. 



Por Pitagoras, vem: 

g 2 = h 2 + r 2 =>(2aJ£' = Hf'/V" =► h 2 = 4/l 2 -a Z '"=* h = 

Pon “ to: v - 1 ” r ’ h — v - J, ex? 
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3?) Calcule a area total e o volume de um cone reto, sabendo que a sua secsao meridiana e um triangulo 
isosceles onde cada um dos lados congruentes mede 20 cm e que a base e um cfrculo em que pode ser 
inscrito um quadrado de 288 cm 2 de area. 





Devemos calcular r e h do seguinte modo: 

area do quadrado = 288 cm 2 _ 2 ft? - 288 - 

, , | ==> r = =.t?CP7b 

area do quadrado = = 2r 2 J 

Aplicando Pitagoras, vem: g 2 = h 2 + r 2 => 20. 

—» h 2 =4QO-M..=* h = figg-Mpnc 


Portanto: 

a) Area total: 

A t = (.Q. 7.. 1^.'.. t?.. 2'... .222^.. 

b) Volume *•/ = /_ ft J2 Z . 26 - 766 7T cm 3 

V = d d 


P vav/«i nine 


ESFERA 

196. Defin^ao: 

Seja r um numero real positivo e 0 um ponto do espa9o. 

Chama-se esfera de raio r e centro O o lugar geometrico dos pontos do espa90 cuja distancia ao ponto O e 
menor ou igual a r. 

197. Area e volume: 

1 — Area total: A t = 47rr 2 
4 * 

2— Volume: A = — m 

198. Observa 9 ao: A interse9ao de uma esfera com qualquer piano que con tern o seu centro e um cfrculo (cfrculo 
maximo) de mesmo centro e raio igual ao dessa esfera. 


199. Aplica 9 ao: 

1?) Calcule o volume de uma esfera cuja area total e 167rcm 2 . 

Como V =-j7rr 3 , devemos calcular primeiramente o raio da esfera do seguinte modo: 


A t = 4ttx 2 
A t = 16 tt cm 2 


. 4 * 4,2 = 


ft 4 ft 32 

Portanto: V = '' * = ~3~ ‘ Z ^3 


r 2 = 4 => r = 2 cm 

7T C7/f 


203 




2?) Calcule a area do cfrculo maximo de uma esfera cujo volume e 36n m 3 . 
Como o raio do cfrculo maximo e igual ao raio da esfera, vem: 


V=±nr 3 


4r r ^ s =36ir 
A 


= 27 => x = 3 7n/ 


V = 36tt m 3 

Portanto, a area do cfrculo maximo e: 

A = nr 2 = = g ft 77Z 3 


3?) Calcule a area e o volume de uma esfera em cujo cfrculo maximo se pode inscrever um triangulo 
75 y/3 


eqiiilatero de 


cm 2 de area. 


Como o raio da esfera e igual ao raio do cfrculo maximo, vem: 


area do triangulo = 
area do triangulo = 


eiVT 

4 

75 VJ 


,mr, mL , n ,7s. .... an ^ 


Sendo £ 3 = r\/3* , vem: .J3SL... = r VI r = 3 cm 
Portanto: 

a) At = - 700 7T cm z 


b ) v = - 3 -* = ~3~ 7r ^ s 


cm 3 


Exercfcios a resolver: itens 20 a 23, pag. 205. . 


EXERCI'CIOS 

SEQUENCIA A 

1) Calcule a area lateral, a area total e o volume de um 
cilindro re to que tern: 

a) 5 cm de raio e 1 2 cm de altura. 

b) 4 cm de raio e 15 cm de altura. 

c) 1,2 cm de raio e 5,8 cm de altura. 

2) Calcule a 4rea total e o volume de um cilindro cuja area da 
base e 144 7T cm e cuja altura e igual ay do raio. 

3) Calcule a area lateral e a area total de um cilindro eqiiilatero 
cujo volume e 250 cm 3 . 

4) Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cilindro 
eqiiilatero cuja drea da base e igual a 257Tcm 2 . 

5) Calcule a area lateral, a area total e o volume de um 
cilindro reto r sabendo quo o raio da base e igual a 6 cm e que 
a area de sua sec9ao meridiana e igual a area da base. 


6) Calcule o raio, a altura e a area total de um cilindro cujo 
volume 6 igual a 457Tcm 3 e a area lateral 307Tcm 2 . 

7) Calcule o volume de um cilindro reto cuja altura e 4 cm 
e cuja area total e igual a 2807Tcm 2 , sabendo que sua area 

lateral e igual a y da 4rea da base. 

8) Calcule a area lateral, a area total e o volume de um 
cilindro equildtero cuja sec^ao meridiana tern 576 cm 2 de 
£rea. 

9) Calcule a razao entre a area lateral e a area total de um 
cilindro eqiiilatero. 

10) Dois cilindros retos tern diametros iguais as alturas. A razao 

27 

entre os seus volumes e jyj . Calcule a razao entre as 
alturas. 

11) Aumentando-se de 6 unidades o raio ou a altura de um 
cilindro reto, o seu volume aumenta de y unidades ctibicas. 
Sendo 2 cm a altura original do cilindro, calcule o raio 
original. 
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12 ) 


13) 


14) 


15) 

16) 

17) 

18) 


19) 


20 ) 

21 ) 

22 ) 


23) 


Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cone 
dc revolu^ao, onde o raio, a altura e a geratriz valem 
respectivamente: 

a) r = 18 m, h = 24 m e g = 30 m. 

b) r = 9 m, h = 12 cm e g = 15 cm. 

c) r = 1,2 m, h = 1,6 cm e g = 2 cm. 

Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cone 
reto cuja base e um cfrculo de 8 cm de raio e cuja altura 4 
3 

igual aos do raio da base. 

Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cone 

reto, sabendo que a area de sua secgao meridiana 4 igual 

2 12 
a 60 cm e que sua altura 4 igual a — do raio. 

Calcule o volume de um cone eqiiildtero, sabendo que sua 
drea lateral 4 igual a 727Tcm 2 . 

Calcule a area total e o volume de um cone eqiiilatero, 
sabendo que sua area lateral 4 igual a 67Tcm 2 . 

Calcule a area total e o volume de um cone circular reto cuja 
altura e igual a 3 m e cuja area lateral 4 igual a 6 7T cm 2 . 

Calcule a area lateral de um cone reto, sabendo que sua area 
total 4 o triplo da area da base e que a sua altura 4 igual 
a 4\7Tm. 


Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cone, 
sabendo que sua sec^ao meridiana 4 um triangulo isosceles 
de 4 cm de altura e que sua base 4 um cfrculo em que pode 

27 \f3 

ser inscrito um triangulo eqiiilatero de drea — - — cm 2 . 


Calcule o volume de uma esfera cuja area total 4 igual a 
36 7T cm 2 . 


Calcule a area total de uma esfera, sabendo que seu volume 4 
igual a 2887Tcm 3 . 

Calcule a drea total de uma esfera cujo raio 4 igiial a medida 
do lado de um triangulo eqiiildtero que pode ser inscrito num 
cfrculo de 5 cm de raio. 

Calcule a area total e o volume de uma esfera em cujo 
cfrculo maximo podera ser inscrito um hexagono regular 
de apotema 6 JJ cm. 


RESPOSTAS 

1) a) Ag = 120 tt cm 2 , A t = 17077 cm 2 , V = 30077 cm 3 

b) Ag = 1207T cm 2 , A t = 15277 cm 2 , V= 24077 cm 3 

c) Ag = 13,9277 cm 2 , A t = 16,87rcm 2 , V = 8.35277cm 3 

2) A t = 4807T cm 2 , V = 11527Tcm 3 

3) Ag = lOOTTcm 2 , At = 15077 cm 2 

4) Ag = 5077cm 2 , A t = 15077cm 2 , V = 25077cm 3 

5) Ag = 3677 cm 2 , At = 3677(77+ 2) cm 2 , V = 108 7T 2 cm 3 

6) t = 3 cm, h = 5 cm, At = 4877 cm 2 

7) V = 40077 cm 3 


8) Ag = 57677 cm 2 , A t = 86477 cm 2 , V = 3 45677 cm 3 



2 

3 



11 ) r = 6 cm 


12) a) Ag = 54077m 2 , A t = 86477 m 2 , V = 259277 m 3 

b) Ag = 13577 cm 2 , At = 12677 cm 2 , V = 32477 cm 3 

c) Ag = 2,477 cm 2 , A t = 3,8477 cm 2 , V = 0,76877 cm 3 

13) Ag = 8077 cm 2 , A t = 14477cm 2 , V= 12877cm 3 

14) Ag = 6577cm 2 , A t = 9077cm 2 , V = 10077cm 3 

15) V= 72v/T 77 cm 3 


16) At = 977cm 2 , V = 377cm 3 

17) A t = 977cm 2 , V = 377cm 3 


18) Ag = 3277 m 2 

19) Ag = 1577cm 2 , At = 2477cm 2 , V = 1277cm 3 

20) V = 3677 cm 3 


21) Af = 14477 cm 2 

22) A t = 30077 cm 2 

23) A t = 57677 cm 2 , V = 230477 cm 3 


SEQUfiNCIA B 

1) Calcule o volume de um prisma reto, sabendo que sua altura 
e 5 cm e que sua base 4 um triangulo eqiiildtero que pode 

3 2 tt 

ser inscrito no cfrculo maximo de uma esfera de — — cm 3 
de volume. 

V- fSTf cm 3 

2) O ap6tema de uma piramide regular 4 o dobro do apotema 
da base. Calcule a medida do diedro formado pelas faces 
laterais com a base. 

a- 60° 


3) Calcule o volume de um cilindro eqiiildtero, inscrito numa 
esfera de raio 3 J2 cm. 


1 / = 54- 7T C7ri? 

4) Determine a razao entre o volume da esfera e o volume do 
cilindro eqiiildtero nela inscrito. 

V_ e _ dVtT 

Vc 3 
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, onde £ e sao medidas das arestas 


5) A sec^ao reta de um prisma oblfquo e um losango de 
area 24 cm 2 e suas diagonals estao na razao de 4 para 3. 
Calcule a area lateral desse prisma, sabendo que a aresta 
lateral mede 6 cm. 

^ - 120 cm? 

6) Sabendo que: 


_B _ 

c 2 

B’ " 

e 


das bases do tronco. 

Calcule: 

a) o volume de um tronco de piramide cujas bases sao 
hexdgonos regulares de lados 6 cm e 2 cm e cuja altura 
e igual a 12 cm. 


V 



1?) o volume do tronco de piramide e dado pela rela^ao: 
V= y (B + B’ +\/b • B’ ) 


2 ?) 


onde h e a altura do tronco e B e B’ as areas das 
bases. 


_B 

H 2 

B’ 

= 1? 


e a distancia do 


, onde H e a altura da piramide e k 
piano a ao vertice V. 


312V3 cm? 

b) a altura de um tronco de piramide cujas bases sao 
quadrados de lados 5 cm e 2 cm, sabendo que o seu 
volume e igual a 195 cm 3 . 


^ = 15 cm 

c) o volume de um tronco de piramide, sabendo que a sua 
altura e igual a 6 m, sua base inferior a um polfgono de 
20 m 2 de area e que a medida de um dos lados da base 
inferior e 4 m e a do lado correspondente na base 
superior e 3 m. 


]/ = C77? 

Z 

d) a area da sec^ao determinada por um piano paralelo a 

2 2 
base, a — do vertice de uma piramide cuja base tern 225 m 

de drea. 

& = 100 7Tl l 
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